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摘　 要:针对纤维增强复合材料层合板可靠性分析中存在的多变量、非正态、非线性功能函数

和相关性等问题ꎬ采用通用生成函数法ꎬ基于 Ｔｓａｉ－Ｈｉｌｌ 强度理论构建各单层板的抗力生成函

数ꎬ根据首层失效准则建立层合板可靠性分析模型ꎮ 在生成函数复合运算中ꎬ通过同类项合并

和 Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类技术缩减计算量ꎬ提高效率ꎮ 该方法为复合材料层合板可靠性分析开辟了一

条新途径ꎮ
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０　 引言

生成函数是现在离散学领域中的重要分析工具ꎬ它能

以统一的程序方式处理和解决众多不同类型的问题ꎮ
ＵＳＨＡＫＯＶ Ｉ[１] 最早提出了生成函数法ꎬ而 ＬＥＶＩＴＩＮ Ｇ 和

ＬＩＳＮＩＡＮＳＫＩ Ａ 等人对生成函数进行了进一步扩展[２] ꎮ 文

献[３]利用通用生成函数法实现了对静定、静不定结构系

统静强度可靠性分析ꎬ并充分考虑了结构元件之间因孪生

载荷产生的失效相关性ꎮ 高鹏等[４] 借助改进的生成函数

法研究共因失效和载荷多次作用效应对多状态系统可靠

性的影响ꎮ 郭惠昕等[５] 在结构系统的可靠性分析中ꎬ提
出一种区间值型的通用生成函数ꎬ在此基础上还提出基于

直方图的应力－强度干涉模型ꎬ通过定义概率质量加权系

数来分析结构系统的可靠度ꎮ 文献[６]提出一种改进的

生成函数法ꎬ可有效避免区间扩展及高估计问题ꎬ为具有

共因失效和区间数据的多状态系统可靠性评估提供了一

种分析方法ꎮ ＪＡＦＡＲＹ Ｂ 和 ＦＩＯＮＤＥＬＬＡ Ｌ[７] 提出了用于

多状态系统可靠性评估的通用生成函数法并对其扩展ꎬ考

虑了多状态组件元素之间的相关性ꎬ可用于高效的性能和

可靠性评估以及相关性影响的敏感性分析ꎮ
纤维增强复合材料作为装备轻量化的选材之一ꎬ由于

复合材料组分材料存在各向异性和较大的分散性等特

点[８] ꎬ在强度分析时ꎬ涉及到外载、结构尺寸和强度参数

等众多不确定因素ꎬ导致众多随机变量的产生ꎬ而通常情

况下随机变量的统计信息与正态分布不尽相符ꎬ多呈非正

态分布ꎻ单层板(失效单元)的 Ｔｓａｉ－Ｈｉｌｌ 强度准则、Ｔｓａｉ－
Ｗｕ 强度准则和 Ｈｏｆｆｍａｎ 强度准则等[９]功能函数多为非线

性形态ꎻ层合板各失效单元之间会因同一随机载荷的作

用ꎬ存在失效相关性ꎮ 这些给复合材料层合板的可靠性分

析带来了一定困难ꎮ
生成函数法可通过跨尺度传递各随机变量的统计信

息ꎬ替代概率分布函数描述宏观强度、刚度及细观随机源

等ꎬ通过复合算子的特性实现随机变量统计信息从细观向

宏观的跨尺度精确传递ꎬ避免因忽略尺寸效应和非正态随

机性导致的分析误差ꎮ
本文运用生成函数法对复合材料层合板进行可靠性

分析ꎬ构建了层合板各失效单元的抗力生成函数ꎬ并定义
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不同的复合算子及相应的性能结构函数ꎬ建立了基于首层

失效[１０]的层合板可靠性模型ꎬ通过同类项合并和 Ｋ－
ｍｅａｎｓ 聚类[１１]技术提高运算效率ꎮ 和现有的方法相比ꎬ
该方法具有较高的可靠度计算精度ꎬ为复合材料层合板可

靠性分析提供了一种新的方法ꎮ

１　 通用生成函数理论

通用生成函数以多项式的形式表达单元或系统的性

能分布ꎬ其表达式描述了随机变量的取值与其值所对应的

概率之间的关系ꎮ 其中ꎬ复合算子则描述了各随机变量之

间的运算规律ꎮ
设系统中有 ｎ 个独立的随机变量 Ｘｉꎬ１≤ｉ≤ｎꎬ其性能

结构函数为 ｆ(Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸｎ)ꎬ其中各随机变量 Ｘｉ存在 ｋｉ
中状态ꎬ且满足概率 ｐｉｊ ＝ Ｐｒ(Ｘｉ ＝ ｘｉｊ)分布ꎬ其状态性能值

和所对应的概率值的集合分别为:
Ｘｉ ＝{ｘｉ１ꎬｘｉ２ꎬ􀆺ꎬｘｉｋｉ}

ｐｉ ＝{ｐｉ１ꎬｐｉ２ꎬ􀆺ꎬｐｉｋｉ}
(１)

可由通用生成函数多项式描述为

Ｕｉ( ｚ) ＝ ∑
ｋｉ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ ｚｘｉｊ (２)

式中:多项式指数表示随机变量的离散状态值ꎻ多项式系

数表示与离散状态值相对应的概率ꎮ
若随机变量的通用生成函数记为 Ｕｉ( ｚ)ꎬ系统的通用

生成函数记为 Ｕｓ( ｚ)ꎬ则 Ｕｓ( ｚ)可通过各随机变量通用生

成函数的复合运算表示为

Ｕｓ( ｚ)＝ 􀱋
ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬＵ２( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｎ( ｚ)) (３)

式中􀱋
ｆ
为复合算子ꎬ具体运算规则为:

􀱋
ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬＵ２( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｎ( ｚ)) ＝

􀱋
ｆ

∑
ｋ１

ｊ１ ＝ １
ｐ１ｊ１

ｚｘ１ｊ１ꎬ∑
ｋ２

ｊ２ ＝ １
ｐ２ｊ２

ｚｘ２ｊ２ꎬ􀆺ꎬ∑
ｋｎ

ｊｎ ＝ １
ｐｎｊｎ ｚ

ｘｎｊｎ( ) ＝

∑
ｋ１

ｊ１ ＝ １
∑
ｋ２

ｊ２ ＝ １
􀆺∑

ｋｎ

ｊｎ ＝ １
∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉｊｉ( ) ｚｆ(ｘ１ｊ１ꎬｘ２ｊ２ꎬ􀆺ꎬｘｎｊｎ

)( )

(４)

式中:各随机变量通用生成函数的概率系数相乘ꎬ而指数

由性能结构函数 ｆ 决定ꎬ其运算结果可取标量形式ꎬ也可

取向量或矩阵形式[４ꎬ１２] ꎮ
由式(４) 可知ꎬＵｓ( ｚ) 中含有状态组合的总项数为

ｋ ＝ ｋ１ × ｋ２ × 􀆺 × ｋｎꎬ若存在同类项ꎬ可对同类项进行合并

减少总项数ꎮ 例如在通用生成函数∑ｋ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ ｚｘｊ 中ꎬ若存在

ｘｉ ≈ ｘｍ( ｉꎬｍ∈ {１ꎬ􀆺ꎬｋ})ꎬ则对应的 ｐｉ ｚｘｉ 和 ｐｍ ｚｘｍ 项为同

类项ꎬ由于

Ｐｒ{(Ｘ＝ ｘｉ)∪(Ｘ＝ ｘｍ)} ＝
Ｐｒ{(Ｘ＝ ｘｉ)}＋Ｐｒ{(Ｘ＝ ｘｍ)} ＝ ｐｉ＋ｐｍ

(５)

所以两项合并为(ｐｉ＋ｐｍ) ｚｘｉ或(ｐｉ＋ｐｍ) ｚｘｍꎮ
在通用生成函数的复合运算中ꎬ性能结构函数 ｆ(􀅰)

通常具有如下性质:
１) 递推性

设系统由 ｎ 个元件组成ꎬ若包含前 ｊ 个元件(２≤ ｊ≤
ｎ)的子系统性能结构函数满足

ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｊ)＝ ｆ( ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｊ－１)ꎬＸｊ)
􀱋
ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｊ( ｚ))＝ 􀱋

ｆ
(􀱋

ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｊ－１( ｚ))ꎬＵｊ( ｚ))

(６)
２) 可分性

若性能结构函数满足

ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｊꎬＸｊ＋１ꎬ􀆺ꎬＸｎ)＝
ｆ( ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｊ)ꎬｆ(Ｘｊ＋１ꎬ􀆺ꎬＸｎ))
􀱋
ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｎ( ｚ))＝

􀱋
ｆ
(􀱋

ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｊ( ｚ))ꎬ􀱋ｆ (Ｕｊ＋１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｎ( ｚ)))

(７)
３) 互换性

若性能结构函数满足

ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｊꎬＸｊ＋１ꎬ􀆺ꎬＸｎ)＝ ｆ(Ｘ１ꎬ􀆺ꎬＸｊ＋１ꎬＸｊꎬ􀆺ꎬＸｎ)
􀱋
ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｊ( ｚ)ꎬＵｊ＋１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｎ( ｚ))＝

􀱋
ｆ
(􀱋

ｆ
(Ｕ１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｊ＋１( ｚ))ꎬ􀱋ｆ (Ｕｊ( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵｎ( ｚ)))

(８)
利用以上性质ꎬ一方面可实现复杂结构系统众多随机

变量的递推复合ꎬ满足随机信息从细观向宏观的跨尺度精

确传递ꎬ且能避免忽略非正态性而导致的分析误差ꎻ另一

方面针对功能函数的高维非线性形态ꎬ可在依次实施多变

量概率运算过程中实时对通用生成函数进行有条件的同

类项合并操作ꎬ有望在确保分析精度的条件下大规模缩减

计算量ꎮ
通用生成函数包含了单元或系统中的性能和概率信

息ꎬ可用于计算各类可靠性指标[２] ꎮ 设系统性能分布的

通用生成函数为

Ｕ( ｚꎬｔ) ＝ ∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ( ｔ) ｚｘｊ (９)

对其系数进行条件求和ꎬ可得系统可靠度

Ｒ( ｔꎬｗ) ＝ Ｐｒ{Ｘ( ｔ) > ｗ} ＝ δ(Ｕ( ｚꎬｔ)ꎬｗ) ＝

∑
ｋ

ｊ ＝ １
(ｐ ｊ( ｔ) Ｉ(ｘ ｊ － ｗ > ０))

(１０)

式中:δ(􀅰)为条件求和算子ꎻＩ(ｘ ｊ －ｗ>０)为示性函数ꎬ当
ｘ ｊ>ｗ 时等于 １ꎬ反之为 ０ꎬｗ 表示系统安全、失效两性能状

态的临界值ꎮ

２　 Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类

Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类算法[１３]是将数据对象(矩阵或向量)划
分为 Ｋ 个类别ꎬ设初始聚类中心为 ｃｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫ)ꎬ采用

距离误差 ２ 范数的最小值为判据准则实现数据的分类ꎮ
其中判据准则表示为:

‖ｘ ｊ－ｃｉ‖２ ＝ｍｉｎ ‖ｘ ｊ－ｃｉ‖２ (１１)
式中:ｘ ｊ为第 ｊ 个样本ꎬｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＪꎻｃｉ是第 ｉ 类质心ꎬ把 Ｊ 个

样本分别划分到 Ｋ 个类中ꎮ
Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类算法流程包括以下 ４ 个步骤:
１) 随机选取 Ｋ 个样本作为初始聚类中心ꎮ
２) 根据式(１１)ꎬ将每个数据样本 ｘ ｊꎬ找到离它最近的

聚类中心ꎬ将其分配到该类ꎮ
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３) 计算各类样本均值 Ｅ(ｃｉ) ＝ １
Ｎｉ
∑
Ｎｉ

ｓ ＝ １
ｘｓ(Ｎｉ 为各类中

的样本数)ꎬ并用 Ｅ(ｃｉ) 作为该类的新聚类中心 ｃｉꎮ

４) 重复步骤 ２)、３)ꎬ直至∑
Ｋ

ｉ ＝ １
‖Ｅ(ｃｉ) － ｃｉ‖２ ≤ ε

则聚类结束ꎮ 其中 ε 为预定的收敛精度ꎮ

例如通用生成函数为∑
Ｊ

ｉ ＝ １
ｐｉ ｚｘｉꎬ质心为 ｘｃ 的类别包含

ｘ１、ｘ２ 和 ｘｃ３ 个样本ꎬ则生成函数的 ｐ１ ｚｘ１、ｐ２ ｚｘ２、ｐｃ ｚｘｃ３ 项可

合并为(ｐ１ ＋ ｐ２ ＋ ｐｃ) ｚｘｃ１ 项ꎮ

３　 失效单元的失效相关性
复合材料层合板可视为由多个失效单元组成的结构

系统ꎮ 对于首层失效问题ꎬ任一失效单元失效即导致结构

系统失效ꎬ失效路径为各失效单元所组成的串联系统ꎮ 需

考虑承受共同随机载荷源引起的各失效单元之间的相关

性ꎮ
结构系统各失效单元的失效相关性主要与系统的外

载分散性有关[３] ꎬ而各失效单元抗力的分散性导致相关

性程度的减小ꎮ 若对系统的外载和失效单元抗力随机变

量进行离散化ꎬ则在外载为某一特定离散值的条件下ꎬ失
效单元失效与否仅取决于各自的抗力分布ꎬ可按下式计算

首层失效的层合板可靠度:

Ｒ ＝ ∑
Ｍ４

ｊ ＝ １
(ｐＱｊ∑

Ｋ

ｉ ＝ １
ｐｉ Ｉ(Ｄｉ － Ｑｊ > ０)) (１２)

式中:系统外载荷离散为 Ｑ１ꎬ􀆺ꎬＱＭ４
ꎬ对应的各状态概率

为 ｐＱ１
ꎬ􀆺ꎬｐＱＭ４

ꎻ指数 Ｄｉ代表最薄弱失效单元的抗力性能

值ꎻ系数 ｐｉ表示相应的概率值ꎮ

４　 层合板强度可靠性分析

４.１　 层合板强度分析

对于对称层合板ꎬ承受 Ｎｘ、Ｎｙ、Ｎｘｙ面向载荷ꎬ因 Ｂｉｊ ＝ ０
(拉弯耦合刚度不存在)ꎬ载荷与中面应变有如下关系:

Ｎｘ

Ｎｙ

Ｎｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＝
Ａ１１ Ａ１２ Ａ１６

Ａ１２ Ａ２２ Ａ２６

Ａ１６ Ａ２６ Ａ６６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ε０
ｘ

ε０
ｙ

γ０
ｘｙ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(１３)

式中 Ａｉｊ表示拉伸刚度系数ꎮ
设 Ｎｘ、Ｎｙ、Ｎｘｙ按比例加载ꎬ令 Ｎｘ ＝ｄꎬＮｙ ＝αｄꎬ Ｎｘｙ ＝βｄꎬ

则式(１３)可表示为

ε０
ｘ

ε０
ｙ

γ０
ｘｙ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝Ａ'
ｄ
αｄ
βｄ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

Ａｘ

Ａｙ

Ａｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ｄ (１４)

式中:Ａ'为逆矩阵ꎻα 和 β 为加载比例系数ꎻＡｘ ＝Ａ'１１＋αＡ'１２＋
βＡ'１６ꎻＡｙ ＝Ａ'１２＋αＡ'２２＋βＡ'２６ꎻＡｘｙ ＝Ａ'１６＋αＡ'２６＋βＡ'６６ꎮ

根据失效单元的应力－应变转轴关系式[９] 得出各层

应力ꎬ其中第 ｋ 层应力为

σｘ

σｙ

τｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｋ

＝Ｑ
－

ｋ

Ａｘ

Ａｙ

Ａｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ｄ (１５)

式中:Ｑ
－

ｋ ＝Ｔ
－１
ｋ Ｑｋ (Ｔ

－１
ｋ ) ＴꎬＴｋ表示第 ｋ 层板坐标转换矩阵ꎬ

Ｑ 为二维刚度矩阵ꎬＱ
－

ｋ 为二维刚度矩阵的转换矩阵ꎮ
各失效单元在材料主方向上的应力为

σ１

σ２

τ１２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｋ

＝Ｔｋ

σｘ

σｙ

τｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｋ

＝Ｔｋ Ｑ
－

ｋ

Ａｘ

Ａｙ

Ａｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ｄ (１６)

失效单元的极限状态可由 Ｔｓａｉ－Ｈｉｌｌ 准则描述为

σ２
１

Ｘ２ －
σ１σ２

Ｘ２ ＋
σ２

２

Ｙ２ ＋
τ２
１２

Ｓ２ ＝ １ (１７)

式中:σ１ꎬσ２和 τ１２为单位载荷下定向层平面内的主向应

力ꎻＸ、Ｙ 和 Ｓ 为层合单元纵向、横向及剪切强度ꎮ
将式(１６)的计算结果 σ１ ＝ａ１ｄꎬσ２ ＝ａ２ｄꎬτ１２ ＝ａ３ｄ 代入

式(１７)ꎬ求出各失效单元的抗力:

ｄｍａｘ ＝
Ｘ２Ｙ２Ｓ２

Ｙ２Ｓ２(ａ２
１－ａ１ａ２)＋Ｘ２Ｓ２ａ２

２＋Ｘ２Ｙ２ａ２
３

(１８)

式中:ｄｍａｘ为各失效单元所承受的极限载荷(抗力)ꎻａ１ ＝

Ｔｋ Ｑ
－

ｋＡｘꎬａ２ ＝Ｔｋ Ｑ
－

ｋＡｙꎬａ３ ＝Ｔｋ Ｑ
－

ｋＡｘｙꎮ

４.２　 首层失效可靠性建模

对于首层失效问题ꎬ由 ｎ 各单元组成的结构系统ꎬ当
其中任意单元失效ꎬ结构系统即失效ꎮ 对于 ｎ 个单元构成

的结构系统可视为串联系统ꎮ
首先构造载荷、拉伸强度和剪切强度生成函数来描述

外载荷 Ｑ、纵向拉伸强度 ＸＴ、横向拉伸强度 ＹＴ和剪切强度

Ｓ 的性能状态分布:

Ｕａ( ｚ) ＝ ∑
Ｍｉ

ｊｉ ＝ １
ｐａｊｉ

ｚａｊｉꎬｉ ＝ １ꎬ...ꎬ４ (１９)

式中:ａ 分别取 ＸＴ、ＹＴ、Ｓ 和 Ｑꎻ指数 ａｊｉ
表示各随机变量的

性能值ꎻ系数 ｐａｊｉ
为相应的概率值ꎮ

根据式(１８)和式(１９)构造失效单元抗力生成函数用

来描述各失效单元的性能状态分布:
Ｕｉ( ｚ) ＝􀱋

ω
(ＵＸＴ

( ｚ)ꎬＵＹＴ
( ｚ)ꎬＵＳ( ｚ)) ＝

∑
Ｍ１

ｊ１ ＝ １
∑
Ｍ２

ｊ２ ＝ １
∑
Ｍ３

ｊ３ ＝ １
ｐＸＴｊ１

ｐＹＴｊ２
ｐＳｊ３

ｚω(ＸＴｊ１
ꎬＹＴｊ２

ꎬＳｊ３
) ＝ ∑

ｋｉ

ｋ ＝ １
ｐｉｋ ｚｄｉｋ

(２０)

式中:性能结构函数 ω(ＸＴ ｊ１
ꎬＹＴ ｊ２

ꎬＳｊ３
)＝

(ＸＴ ｊ１
)２ (ＹＴ ｊ２

)２(Ｓｊ３
)２

(ＹＴ ｊ２
)２ (Ｓｊ３

)２(ａ２
１－ａ１ａ２)＋(ＸＴ ｊ１

)２(Ｓｊ３
)２ａ２

２＋(ＸＴ ｊ１
)２ (ＹＴ ｊ２

)２ａ２
３

ꎻ

指数 ｄｉｋ表示各抗力性能值ꎻ系数 ｐｉｋ为相应的概率值ꎬｉ ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ

对各失效单元抗力生成函数进行合并同类项和 Ｋ－
ｍｅａｎｓ 聚类操作ꎬ得缩减后的各失效单元抗力生成函数为

Ｕ
~

ｉ( ｚ) ＝􀱋
ω

(ＵＸＴ
( ｚ)ꎬＵＹＴ

( ｚ)ꎬＵＳ( ｚ)) ＝ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｐｉｋ ｚｄｉｋ

(２１)
通过定义复合算子􀱋

π
对缩减后的各失效单元的抗力

生成函数进行复合运算ꎬ得结构系统抗力生成函数

ＵＧ( ｚ) ＝􀱋
π

(Ｕ
~

１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵ
~

ｎ( ｚ)) ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ｐｉ ｚＤｉ (２２)
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式中:在失效单元抗力生成函数复合运算的过程中ꎬ需对

失效单元抗力生成函数依次实时地进行 ｎ－１ 次 Ｋ－ｍｅａｎｓ
聚类ꎻ指数 Ｄｉ表示最薄弱失效单元所能承受的抗力ꎻ系数

ｐｉ表示相应的概率值ꎮ
性能结构函数 π 可表示为

π(ｄ１ｋꎬ􀆺ꎬｄｎｋ)＝ ｍｉｎ(ｄ１ｋꎬ􀆺ꎬｄｎｋ) (２３)
根据式(１２)ꎬ对结构系统抗力生成函数和载荷生成

函数进行复合运算ꎬ得随机载荷作用下的层合板可靠度ꎮ

５　 算例分析

５.１　 算例 １
已知一铺设角为 ４５°的碳 /环氧树脂单层板ꎬ受面内

拉伸载荷 Ｑ 作用ꎬ面内尺寸为(２０×１２.５) ｃｍ２ꎬ单层板厚度

为 １ｍｍꎬ 单 层 板 的 弹 性 常 数 为: Ｅ１ ＝ １８１ ＧＰａꎬ Ｅ２ ＝
１０.７ ＧＰａꎬν２１ ＝ ０.２８ꎬＧ１２ ＝ ７.１７ ＧＰａꎮ 载荷及强度参数如表

１ 所示ꎮ

表 １　 随机变量统计特征

变量 均值 标准差 分布

Ｑ / (ｋＮ / ｍ) ５０ ５.０ 正态分布

ＸＴ / ＭＰａ １ ５３５ ４２２.２ 对数正态分布

ＹＴ / ＭＰａ ４２ １１.５ 对数正态分布

Ｓ / ＭＰａ ６５ ２２.０ 对数正态分布

　 　 采用生成函数法求解单层板的可靠度ꎬ首先基于

Ｔｓａｉ－Ｈｉｌｌ强度理论构建性能结构函数ꎬ然后对各强度生成

函数进行复合运算ꎬ得到失效单元的抗力生成函数ꎬ最后通

过与载荷生成函数的复合运算得到可靠度结果ꎮ 生成函数

法与一次二阶矩法(ＦＯＳＭ 法) [１４]、ＪＣ 法[１４] 和蒙特卡罗法

(ＭＣ 法) [１４](仿真 １００ 万次)ꎬ计算结果比较列于表 ２ꎮ

表 ２　 算例 １ 可靠度计算结果

方法 可靠度 相对误差 / (％) 运算时间 / ｓ

ＦＯＳＭ 法 ０.９８０ ８ １３.７０ ０.０１９ ２　

ＪＣ 法 ０.９００ ２ ２.３０ ０.０９８ ８　

生成函数法 ０.８７２ １ ０.６９ １.３６７ ０　

ＭＣ 法 ０.８７０ ５ ０　 １３６.８５０ ０　

　 　 由表 ２ 可知ꎬ生成函数法与 ＪＣ 法和 ＦＯＳＭ 法结果相

比ꎬ具有较高的可靠度计算精度ꎮ

５.２　 算例 ２
图 １ 为一四周简支的 ８ 层对称正交铺设碳 /环氧树脂

层合板ꎬ受面内拉伸载荷 Ｑ 的作用ꎬＱ 服从正态分布ꎬＱ~
Ｎ(１５０ꎬ １５２) (ｋＮ / ｍ)ꎬ层合板的铺层角度为(０° / ４５°) ~
(４５° / ９０°) ｓꎬ面内尺寸为 ａ×ｂ ＝ (２０×１２.５) ｃｍ２ꎬ层合板的

总厚度为 ｔꎬ即 ８×０.１２５＝ １ ｍｍꎮ 其余强度参数与算例 １ 一

致ꎮ

 

 

Q b 

Q 

• 

 

a
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图 １　 层合板的加载及铺层示意图

１) 对各随机变量进行离散化[１５] ꎬ各随机变量的离散

数据如表 ３－表 ６ 所示ꎮ 根据各表中的数据构造各随机变

量的生成函数ꎮ
表 ３　 载荷 Ｑ 的正态分布

Ｑ / (ｋＮ / ｍ) 正态分布

１５０
１０８.７５ １１６.２５ １２３.７５ １３１.２５ １３８.７５ １４６.２５ １５３.７５ １６１.２５ １６８.７５ １７６.２５ １８３.７５ １９１.２５

０.００４ ５ ０.０１５ ９ ０.０４３ １ ０.０９１ ３ ０.１５０ ６ ０.１９３ ３ ０.１９ ３３ ０.１５０ ６ ０.０９１ ３ ０.０４３ １ ０.０１５ ９ ０.００４ ５

表 ４　 纵向拉伸强度 ＸＴ的对数正态分布

ＸＴ / ＭＰａ 对数正态分布

１ ５３５
３７４ ５８５.１ ７９６.２ １ ００７.３ １ ２１８.４ １ ４２９.５ １ ６４０.６ １ ８５１.６ ２ ０６２.７ ２ ２７３.８ ２ ４８５ ２ ６９６

０.０００ ２ ０.００１ ４ ０.０２８ ０.１１ ０.２ ０.２２ ０.１８ ０.１２ ０.０７１ ０.０３９ ０.０２ ０.０１

表 ５　 横向拉伸强度 ＹＴ的对数正态分布

ＹＴ / ＭＰａ 对数正态分布

４２
１０.２９ １６.０６ ２１.８２ ２７.５９ ３３.３５ ３９.１２ ４４.８８ ５０.６５ ５６.４１ ６２.１８ ６７.９４ ７３.７１

０.０００ ００２ ０.００１５ ０.０２９ ０.１１ ０.２ ０.２２ ０.１８ ０.１２ ０.０７ ０.０４ ０.０２ ０.０１

表 ６　 剪切强度 Ｓ 的对数正态分布

Ｓ / ＭＰａ 对数正态分布

６５
４.５ １５.５ ２６.５ ３７.５ ４８.５ ５９.５ ７０.５ ８１.５ ９２.５ １０３.５ １１４.５ １２５.５

０.０００ ００２ ０.０００ １ ０.０２ ０.１１ ０.２１ ０.２２ ０.１７ ０.１１ ０.０７ ０.０４ ０.０２ ０.０１
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　 　 ＵＸＴ
( ｚ) ＝ ∑

１２

ｊ１ ＝ １
ｐＸＴｊ１

ｚＸＴｊ１

ＵＹＴ
( ｚ) ＝ ∑

１２

ｊ２ ＝ １
ｐＹＴｊ２

ｚＹＴｊ２

ＵＳ( ｚ) ＝ ∑
１２

ｊ３ ＝ １
ｐＳｊ３

ｚＳｊ３

ＵＱ( ｚ) ＝ ∑
１２

ｊ４ ＝ １
ｐＱｊ４

ｚＱｊ４

２) 由式(２０)ꎬ通过性能结构函数 ω 对各强度生成函

数进行复合运算ꎬ各失效单元抗力生成函数的状态组合

数ꎬ经合并同类项和 Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类操作后变化情况ꎬ如表

７ 所示ꎮ

表 ７　 状态组合数

失效单元序号 状态组合数 合并同类项 Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类

１ １ ７２８ １４２ ２０

２ １ ７２８ １ ６８６ ２０

３ １ ７２８ １ ６８６ ２０

４ １ ７２８ １４４ ２０

５ １ ７２８ １４４ ２０

６ １ ７２８ １ ６８６ ２０

７ １ ７２８ １ ６８６ ２０

８ １ ７２８ １４２ ２０

　 　 根据表 ７ 和式(２１)ꎬ构造各失效单元抗力生成函数

Ｕ
~

ｉ( ｚ)＝ 􀱋
ω
(ＵＸＴ

( ｚ)ꎬＵＹＴ
( ｚ)ꎬＵＳ( ｚ))＝ ∑

２０

ｋ＝ １
ｐｉｋ ｚｄｉｋꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬ８

３)根据式(２１)ꎬ得缩减后的各失效单元抗力生成函

数ꎬ通过式(２３)中的性能结构函数 πꎬ根据式(２２)ꎬ对缩

减后的各失效单元抗力生成函数进行复合运算ꎬ得结构系

统的抗力生成函数:

ＵＧ( ｚ)＝ 􀱋
π
(Ｕ

~

１( ｚ)ꎬ􀆺ꎬＵ
~

８( ｚ))＝ ∑
２０

ｉ＝ １
ｐｉ ｚＤｉ

在 ８ 个失效单元抗力生成函数进行复合运算的过程

中ꎬ需对失效单元抗力生成函数依次实时地进行 ７ 次

Ｋ－ｍｅａｎｓ聚类ꎮ
４) 根据式(１２)ꎬ对结构系统抗力生成函数 ＵＧ( ｚ)和

载荷生成函数 ＵＱ( ｚ)进行复合运算ꎬ得随机载荷 Ｑ 作用下

的层合板可靠度ꎮ 计算结果如表 ８ 所示ꎮ

表 ８　 算例 ２ 可靠度计算结果

方法 可靠度 相对误差 / (％)

生成函数法 ０.９６７ ２ ０.５８

ＭＣ 法 ０.９７２ ８ ０.００

６　 结语

１) 复合材料层合板可靠性分析的通用生成函数法ꎬ

根据层合板中的随机变量ꎬ构建相应的生成函数ꎬ利用复

合算子性能实现相应生成函数的复合运算ꎬ实现了基于首

层失效的层合板可靠性建模ꎮ
２) 本文采用的 Ｋ－ｍｅａｎｓ 聚类算法缩减了各失效单元

抗力生成函数以及由各失效单元抗力生成函数构成结构

系统抗力生成函数的状态组合数ꎬ在保证计算精度的同时

也提高了运算效率ꎮ
３) 新方法适用于多变量非线性功能函数结构系统的

可靠性分析ꎬ当随机变量中含有非正态变量时ꎬ该方法同

样适用ꎮ 该方法考虑了层合板中的失效单元之间因同一

随机载荷源引起的失效相关性ꎬ为复合材料层合板宏观强

度可靠性分析提供了新的解决思路ꎮ
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