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摘　 要:研究了线性二次型调节控制权重矩阵的优化问题ꎮ 研究了粒子群算法的基本原理及

其特点ꎮ 在传统粒子群算法中引入了贝叶斯思想ꎬ利用贝叶斯判别法的基本思想对参加优化

的粒子进行预处理ꎬ对粒子群算法中的粒子移动速度与方向的损失函数依概率加权平均ꎬ并将

贝叶斯粒子群算法应用于二次型控制权重矩阵的优化中ꎬ提升了权重矩阵优化的收敛速度ꎮ
通过仿真实验验证了贝叶斯粒子群算法的有效性ꎮ
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０　 引言

在现实工程中ꎬ线性二次型控制器是以线性系统目标

函数和输入二次型函数为研究对象ꎬ调节状态反馈控制器

使二次型性能指标函数达到最优ꎬ而目前许多文献提出的

优化算法需多次调整才能得到较满意的结果ꎬ这极大地影

响其应用的有效性ꎮ 粒子群( ＰＳＯ) 算法是一种进化算

法ꎬ利用适应度评价解的品质ꎬ通过搜索最优值确定全局

最优解ꎬ具有收敛快速ꎬ模型简单ꎬ计算量少等特点ꎬ引起

了学界的广泛关注[１－３] ꎮ 本文将利用贝叶斯粒子群算法

求解二次型控制参数ꎬ确定加权矩阵ꎮ

１　 基于贝叶斯网络的粒子群算法设计

由于传统的粒子群算法在优化过程中容易陷入局部

最优解ꎬ无法直接用其进行权重矩阵优化ꎮ 考虑到贝叶斯

算法能够对粒子群个体进行预处理的能力ꎬ本文在传统粒

子群算法中加入了贝叶斯思想ꎮ

１.１　 粒子群(ＰＳＯ)算法

传统的 ＰＳＯ 算法是将要研究的对象初始化为随机粒

子后ꎬ在每一次迭代中ꎬ通过跟踪个体和全局极值点更新

速度和位置ꎮ 设第 ｋ 个粒子信息为 Ｄ 维向量ꎬ位置为 Ｘｋꎬ
速度为 Ｖｋꎬ其他向量类似ꎮ 传统的粒子群算法速度和位

置见式(１)－式(２)ꎮ
ｖ( ｔ＋１)＝ ｖ( ｔ)＋ｃ１ ×ｒａｎｄ( ) ×( ｐｂｅｓｔｋ －Ｘｋ) ＋ｃ２ ×ｒａｎｄ( ) ×

(ｇｂｅｓｔｋ－Ｘｋ) (１)
Ｘｋ＋１ ＝Ｘｋ＋Ｖｋ＋１ (２)

其中:ｃ１、ｃ２为学习因子ꎬ调节向全局最好粒子和个体最

好粒子方向飞行的最大步长ꎮ 因此ꎬ在粒子群优化算法

中 ｃ１、ｃ２直接影响粒子群的搜索速度和精度ꎮ 合适的 ｃ１、
ｃ２可加快算法的收敛速度ꎬ避免局部最优ꎮ 根据文献ꎬ一
般取ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ２ꎻｒａｎｄ( )是[０ꎬ１]之间的随机数ꎻｐｂｅｓｔｋ 和
ｇｂｅｓｔｋ分别为粒子在第 ｋ 次迭代中个体极值点和全局最

优极值点的位置ꎮ
粒子的每一维速度 ｖ 都会被集中在 ｖｍｉｎ、ｖｍａｘ之间ꎬ以

防止粒子远离搜索空间ꎮ 若 ｖｍａｘ太大ꎬ粒子偏离最优解ꎬ
ｖｍｉｎ太小ꎬ将会陷入局部最优ꎮ 同样假设将搜索空间中粒

子位置定义为区间[ ｖｍｉｎꎬｖｍａｘ]ꎬ每一维都用相同的设置方

法[４] ꎮ 由于传统粒子群算法容易陷入局部最优解ꎬ而贝

叶斯网络可以对研究对象进行先验描述ꎬ它是一种不确定

性推理方法ꎬ广泛用于表达和分析不确定性和概率性的领

域ꎬ可以从不完全、不精确或不确定的知识或信息中做出
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推理ꎬ其网络结构数据学习困难的问题一直制约着贝叶斯

网络理论的运用ꎮ 为了提高粒子群算法的收敛速度和降

低其他粒子的影响[５－８] ꎬ本文利用贝叶斯网络对粒子进行

了预处理ꎬ将粒子群根据相互影响强度进行初步分类ꎬ对
粒子向量进行了先验概率描述ꎬ使得粒子在移动的过程中

具有自我调节与判断能力ꎮ

１.２　 基于贝叶斯网络的粒子群算法

假设有 Ｋ 为粒子总体向量ꎬＫ ＝ [Ｇ１ꎬＧ２ꎬ􀆺ꎬＧｋ]ꎬ粒子

总体向量 Ｋ 对应的先验概率向量为 ＱꎬＱ＝[ｑ１ꎬｑ２ꎬ􀆺ꎬｑｋ]ꎬ
各总体的密度函数向量为 Ｆ＝ [ ｆ１(ｘ)ꎬｆ２(ｘ)ꎬ􀆺ꎬｆｋ(ｘ)]ꎬ对
于某个粒子 ｘ 来讲ꎬ它的后验概率可以用式(３)描述:

Ｐ(ｇ ｜ ｘ) ＝
ｑｇ ｆｇ

∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｑｉ ｆｉ(ｘ)

　 　 　 ｇ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ (３)

并且当

Ｐ(ｈ ｜ ｘ) ＝ ｍａｘ
１≤ｇ≤ｋ

ｍａｘ
１≤ｇ≤ｋ

Ｐ(ｇ ｜ ｘ) (４)

时ꎬ则粒子 ｘ 来自第 ｈ 个子群体ꎮ
为了进一步提高粒子群体的所属概率ꎬ本文在将错判

损失最小的概念作判决函数ꎬ把粒子 ｘ 错判归第 ｈ 个子群

体的平均损失定义为:

Ｅ(ｈ ｜ ｘ) ＝ ∑
ｇ≠ｆ

ｑｇ ｆｇ(ｘ)

∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｑｉ ｆｉ(ｘ)

Ｌ(ｈ ｜ ｇ) (５)

其中 Ｌ(ｈ)称为损失函数ꎮ 它表示本来是第 ｇ 子群体的样

品粒子错判为第 ｈ 子群体粒子的损失ꎮ 显然式(３)是对

损失函数依概率加权平均的ꎮ
当 ｈ＝ｇ 时ꎬ有 Ｌ(ｈ︱ｇ)＝ ０ꎻ当 ｈ≠ｇ 时ꎬ有 Ｌ(ｈ︱ｇ) >

０ꎬ建立判别准则为:
ｘ ∈ ｈ　 Ｅ(ｈ ｜ ｘ) ＝ ｍａｘ

１≤ｇ≤ｋ
ｍａｘ
１≤ｇ≥ｋ

Ｅ(ｇ ｜ ｘ)

ｘ ∈ ｇ　 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ{ (６)

为了使贝叶斯网络粒子群中的粒子个体在优化的过

程中能够快速收敛ꎬ在短时间内到达自己的最优位置ꎬ本
文基于贝叶斯算法对参加优化的粒子进行预处理ꎬ并对粒

子移动速度与方向的损失函数依概率加权平均ꎬ给予粒子

移动方向性ꎬ使其能够快速地逼近理想位置ꎮ
本文粒子群算法的更新就是在传统粒子群算法的基

础上加入了惯性因子 ω ｉ ꎬ则根据式(１)ꎬ粒子的更新速度

可以重写为:
Ｖｋ＋１ ＝ ｗｉ Ｖｋ ＋ ｃ１ ｒａｎｄ１ × (ｐｂｅｓｔｋ － Ｘｋ) ＋ ｃ２ ｒａｎｄ２ ×

(ｇｂｅｓｔｋ － Ｘｋ) (７)
则改写以后的粒子群算法的优化过程如下:
Ｓｔｅｐ １:粒子群参数的初始化ꎮ
定义 ｃ１、ｃ２为学习因子ꎬωｉ 为惯性因子ꎬｇｅｎ 为最大迭

代次数ꎬｐｏｐ 为种群的大小ꎬ初始粒子的位置及其速度ꎬ每
个粒子的 ｐｂｅｓｔ 值为当前位置ꎮ

Ｓｔｅｐ ２:利用贝叶斯网络对粒子进行预处理ꎮ
Ｓｔｅｐ ３:对粒子群中每一个粒子的进行评价ꎮ
通过式(１)、式(２)来计算群中各粒子的位置ꎬ通过速

度极值来计算各粒子的适应度值ꎮ
Ｓｔｅｐ ４:个体最优 ｐｂｅｓｔ 和全局最优 ｇｂｅｓｔ 值的求解ꎮ
粒子的适应度值优于当前个体极值时ꎬ将 ｐｂｅｓｔ 设置

为该粒子的位置ꎬ更新个体极值ꎮ 个体极值最优值优于当

前全局极值时ꎬ将 ｇｂｅｓｔ 设置为该粒子的位置ꎬ记录该粒子

的序号ꎬ更新全局极值ꎮ
Ｓｔｅｐ ５:判断是否符合结束条件ꎮ
若满足最优化条件ꎬ则停止迭代ꎬ输出最优解ꎮ 否则

更新粒子ꎮ
Ｓｔｅｐ ６:粒子的更新ꎮ
对每一个粒子的速度和位置进行更新时选用式(２)

和式(７)ꎬ然后转入 Ｓｔｅｐ ４ 进行新一轮迭代ꎮ 贝叶斯粒子

群优化流程如图 １ 所示ꎮ
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图 １　 贝叶斯网络与基本 ＢＮＰＳＯ 流程示意图

２　 线性二次型控制问题

设有线性定常系统的动态方程为:

ｘ
􀅰
( ｔ) ＝ Ａ( ｔ)ｘ( ｔ) ＋ Ｂ( ｔ)ｕ( ｔ)

ｙ( ｔ) ＝ Ｃ( ｔ)ｘ( ｔ)
(８)

式中:ｎ 维状态向量是 ｘ( ｔ)ꎻｒ 维控制向量为 ｕ( ｔ)ꎻｍ 维输

出向量为 ｙ( ｔ)ꎻＡ( ｔ)、Ｂ( ｔ)、Ｃ( ｔ)分别为时变矩阵ꎮ 那么

兼顾系统响应、控制输入、末态精度三方面的要求可得到

如下性能指标函数:

Ｊ ＝ ｅＴ(ｔｆ)Ｆｅ(ｔｆ) ＋ ∫ｔｆ
ｔ０
[ｅＴ(ｔ)Ｑ(ｔ)ｅ(ｔ) ＋ ｕＴ(ｔ)Ｒ(ｔ)ｕ(ｔ)]ｄｔ

(９)
ｅ( ｔ) ＝ ｙｌ( ｔ) － ｙ( ｔ)

其中:Ｑ( ｔ)为状态偏差矩阵ꎻＲ( ｔ)为控制能量矩阵ꎻＦ 为

末态偏差的加权矩阵ꎻｅ 为误差ꎬｅ( ｔ)是误差向量ꎮ 根据

系统的实际要求确定各控制加权阵ꎮ 事实上ꎬ控制加权阵

在很大程度上靠经验和试探ꎬ具体方法如下:
１) 控制末值项

φ[ｅ( ｔｆ)] ＝ ｅτ( ｔｆ)Ｆｅ( ｔｆ) (１０)
控制结束后ꎬ对系统末尾态≥跟踪误差的要求一般用

二次型性能指标中的末值项表示ꎮ 假设

Ｆ ＝ ｄｉａｇ{ ｆ１ꎬｆ２ꎬ􀆺ꎬｆｌ} ≥ ０ (１１)
表示对末态跟踪误差有不同的要求ꎬ则式(１０)可以

进一步表示为

φ[ｅ( ｔｆ)] ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
ｆｉｅ２

ｉ( ｔｆ) (１２)
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若不限制末态跟踪误差ꎬ则可取 Ｆ＝ ０ꎬ此时性能指标

Ｊ 变为积分型ꎮ
２) 第一过程项

∫ｔｆ
ｔ０
Ｌｅｄｔ ＝ ∫ｔｆ

ｔ０
ｅτ( ｔ)Ｑ( ｔ)ｅ( ｔ)ｄｔ (１３)

表示在系统控制过程中ꎬ对动态跟踪误差的要求ꎮ 若

取

Ｑ( ｔ) ＝ ｄｉａｇ{ｑ１( ｔ)ꎬｑ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬｑｌ( ｔ)} ≥ ０ (１４)
则有

Ｌｅ ＝ ｅＴ( ｔ)Ｑｅ( ｔ) ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
ｑｉ( ｔ)ｅ２

ｉ ｄｔ ≥ ０ (１５)

于是ꎬ式(１２)可以表示为

∫ｔｆ
ｔ０
Ｌｅｄｔ ＝ ∫ｔｆ

ｔ０
∑

ｌ

ｉ ＝ １
ｑｉ( ｔ)ｅ２

ｉ ｄｔ (１６)

系统在运动过程中动态跟踪误差的总度量一般是指

对动态跟踪误差加权平方和的积分要求ꎮ
３) 第二过程项

∫ｔｆ
ｔ０
Ｌｕｄｔ ＝ ∫ｔｆ

ｔ０
ｕτ( ｔ)Ｒ( ｔ)ｕ( ｔ)ｄｔ (１７)

表示对控制所消耗能量的要求ꎬ若取

Ｒ( ｔ) ＝ ｄｉａｇ{ ｒ１( ｔ)ꎬｒ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬｒｍ( ｔ)} > ０ (１８)
则有

Ｌｕ ＝ ｕＴ( ｔ)Ｑｕ( ｔ) ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｒｉ( ｔ)ｕ２

ｉ( ｔ) > ０ (１９)

于是ꎬ式(１６)可以表示为

∫ｔｆ
ｔ０
Ｌｕｄｔ ＝ ∫ｔｆ

ｔ０
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｒｉ( ｔ)ｕ２

ｉ( ｔ)ｄｔ (２０)

是对系统加权后的控制能量消耗的总度量ꎮ
据此可知ꎬ二次型性能指标式(８)的物理意义是:使

系统在控制过程中的动态误差与能量消耗以及控制结束

时的系统稳态误差综合最优ꎮ 则二次型控制问题可以表

述为求一控制 ｕ( ｔ)ꎬ使系统自初态的运动ꎬ导致二次型性

能指标为最小ꎮ

Ｊ ＝ ｅＴ(ｔｆ)Ｆｅ(ｔｆ) ＋ ∫ｔｆ
ｔ０
[ｅＴ(ｔ)Ｑ(ｔ)ｅ(ｔ) ＋ ｕＴ(ｔ)Ｒ(ｔ)ｕ(ｔ)]ｄｔ

(２１)
其中:Ｑ( ｔ)、Ｒ( ｔ)分别指一致非负定对称阵和一致正定对

称阵ꎻＦ 是非负定对称常数矩阵ꎻ末态时间 ｔｆ 是固定的ꎮ
式(２１)的最优控制的充分必要条件为:

ｕ∗( ｔ) ＝ － Ｒ －１( ｔ)Ｂτ( ｔ)Ｐ( ｔ)ｘ∗( ｔ) (２２)
式中是相应的最优轨线ꎮ Ｐ( ｔ)是式(２３)黎卡提矩阵微分

方程的解:

Ｐ
􀅰
( ｔ) ＝ － Ｐ( ｔ)Ａ( ｔ) － Ａτ( ｔ)Ｐ( ｔ) ＋

Ｐ( ｔ)Ｂ( ｔ)Ｒ －１( ｔ)Ｂτ( ｔ)Ｐ( ｔ) － Ｑ( ｔ)
Ｐ( ｔｆ) ＝ Ｆ (２３)
对于线性定常系统ꎬ终端时刻 ｔｆ大于系统过渡时间 ｔｐ

时ꎬＰ( ｔ)保持为常值ꎮ 由黎卡提方程解的性质可知ꎬ黎卡

提微分方程退化为黎卡提代数方程

ＰＡ ＋ ＡτＰ － ＰＢＲ －１ＢτＰ ＋ Ｑ ＝ ０ (２４)
便能得到使性能指标达极小值的充分必要条件为:

ｕ∗( ｔ) ＝ － Ｋｘ∗( ｔ) (２５)
Ｋ ＝ － Ｒ －１ Ｂτ Ｐ

３　 基于贝叶斯粒子群的控制矩阵优
化仿真

３.１　 方案设计

粒子群算法的关键是目标函数ꎬ依据最优控制ꎬ确定

目标函数为 Ｊꎮ 对目标函数进行累加ꎬ得到在 ７ ｓ 时间的

累加值ꎬ即二次型目标函数值ꎮ 输入状态偏差和控制能量

可得优化函数ꎬ取信号为初值为 ０ꎬ终值为 １ꎬ在 ｔ＝ １ ｓ 时刻

产生阶跃的阶跃信号ꎬ采样时间为 ０.０００ １ ｓꎮ
必须保证 Ｑ 为半正定ꎬＲ 为正定的ꎬ并对 Ｑ 矩阵和 Ｒ

矩阵的元素有一定的限制ꎮ 通过手动粗调ꎬ确定 Ｑ、Ｒ 各

元的区间范围ꎬＱ(１ꎬ１)范围为[７００ꎬ１ ７００]ꎬＱ(２ꎬ２)为

[５００ꎬ４ ５００]ꎬＱ(３ꎬ３)为[１ꎬ５０]ꎬＱ(４ꎬ４)为[１ꎬ５]ꎬＲ 为

[２０ꎬ５０]ꎮ 粒子的速度一般限制在[ －１ꎬ１]之间ꎮ 首先要

确定好种群数目大小 ｐｏｐꎬ学习因子 ｃ１和 ｃ２ꎬ再更新代数

ｇｅｎꎮ ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ２ꎬｇｅｎ＝ １００ꎬｐｏｐ ＝ ２５ 的前提下对粒子群算法

编程ꎮ 图 ２ 为贝叶斯粒子群算法优化矩阵流程图ꎮ

��	

�




��	/5

B+fitnessA1!�
��-����

��	pbest
gbest

��2��+�/5

��pbest
gbest

E���Q
R	��
,	O.LK

B+fitnessA1!�
��-����

E���?"�

5�

C
�55 

图 ２　 贝叶斯粒子群算法优化矩阵流程图

实验结果证明ꎬｗ 随算法迭代而线性减小ꎬ改善算法

的收敛性ꎮ 设 Ｗｍａｘ为最大值ꎬＷｍｉｎ为最小值ꎬｔ 为当前迭代

次数ꎬｇｅｎ 为最大迭代次数ꎻ设 Ｗｍａｘ ＝ ０.９ꎬＷｍｉｎ ＝ ０.３５ꎮ 随

机产生 １ 个种群ꎬ计算个体对应的目标函数值ꎬ得出 ｐｂｅｓｔ
和 ｇｂｅｓｔꎬ然后对粒子更新得到新的种群ꎬ分别计算粒子目

标函数值ꎮ

３.２　 仿真结果

粒子群算法可简化 Ｑ 阵和 Ｒ 阵的求解过程ꎬ得出满足

性能指标的反馈增益矩阵ꎮ 仿真结果如图 ３－图 ４ 所示ꎮ
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图 ３　 贝叶斯粒子群算法性能指标变化图
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图 ４　 贝叶斯粒子群优化权重矩阵优化跟踪曲线对比图

贝叶斯粒子群算法在优化之前对粒子进行了预处理ꎬ
能够使得粒子在短时间内达到最优速度和移动方向ꎮ 通

过图 ３ 可以观察到ꎬ经过 ４０ 次的迭代ꎬ粒子的移动速度与

方向已经达到了稳定状态ꎬ这个也就预示着对控制权重矩

阵的优化达到了最优状态ꎮ
由图 ４ 可以看到ꎬ通过贝叶斯粒子群方法能够对控制

权重矩阵进行优化ꎬ贝叶斯粒子群方法能够逼近期望曲线

的变化ꎬ而且误差均在 μｍ 量级之内ꎮ 因此ꎬ贝叶斯粒子

群算法能够优化控制权重矩阵和增益矩阵 Ｋꎬ提高系统的

稳定性ꎬ超调小、响应速度快ꎬ优化前后的跟踪位置及控制

输入基本一致ꎮ

４　 结语

本文通过在传统粒子群算法中引入了贝叶斯思想ꎬ对
粒子群寻优初始阶段进行了预处理ꎬ使得粒子能够按照最

优的速度与方向移动ꎬ避免了传统粒子群算法中陷入最优

解的弊端ꎬ并将该方法运用到控制权重矩阵的优化中ꎬ通
过实验仿真验证了贝叶斯粒子群算法的有效性ꎮ 实验证

明:贝叶斯粒子群算法在控制权重矩阵的优化过程中能够

满足性能指标要求ꎬ响应速度快ꎬ超调量小ꎮ
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