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两轮自平衡车的吸引区域估算方法
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摘　 要:在很多情况下ꎬ精确求解系统的吸引区域是非常困难的ꎮ 以两轮自平衡车为例ꎬ利用

二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的坐标变换方法来扩大吸引区域估算值ꎮ 通过与吸引区域估算结果的对

比ꎬ证明该坐标变换方法的有效性和计算的简便性ꎮ 最后运用开源的 Ｐｙｔｈｏｎ 程序仿真验证了

在吸引区域范围内的初始条件ꎬ均可通过 ＰＩＤ线性控制器使车体平衡稳定ꎮ
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０　 引言

众所周知ꎬ在很多情况下ꎬ精确地求解系统吸引区域是

非常困难的ꎬ所以只能采用估算的方法来尽可能地近似地

求解吸引区域ꎮ 常用的方法是基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的方法ꎮ
由于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的选择对于吸引区域的估计有很大的

影响ꎬ所以如何选择一个合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来估计吸引

区域仍然具有很大的难度ꎮ 其中相对简单的二次Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数常用来进行吸引区域的估算[１]ꎮ 此外ꎬ文献[２－３]对
多项式系统的吸引区域估计提出不同解决方法ꎮ 然而ꎬ其
中很多实际系统ꎬ例如轮摆、有饱和系统等都属于非多项式

系统ꎮ 在文献[４] 中提出了针对非多项式系统寻找吸引区

域的估计方法ꎮ 这些方法都是基于线性矩阵不等式(ＬＭＩ)
展开式求解多项式最优解实现的ꎬ计算量很大ꎮ

本文以两轮自平衡车为例ꎬ介绍利用二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数通过坐标变换方法来扩大吸引区域估算值ꎮ 通过与

吸引区域估算结果的对比ꎬ证明了该坐标变换方法的有效

性和计算的简便性ꎮ

１　 两轮自平衡车的数学模型

两轮自平衡车以其结构简单ꎬ运动灵活的特点广泛应

用于现代交通中ꎮ 它是一种多变量、 非线性、绝对不稳定

的两轮机器人系统ꎬ典型的商业化产品有 Ｓｅｇｗａｙꎮ 两轮自

平衡车在静止状态下不能稳定平衡ꎮ 车体的平衡是一个

动态过程ꎬ在平衡点附近根据车体实时的方位信息和运动

速度来调节控制信号以保持车体的平衡ꎬ这实际上是一个

运动的倒立摆平衡系统[５－９] ꎮ 两轮自平衡车的结构简图

如图 １所示ꎬ变量定义及具体数值见表 １[１０] ꎮ 本文只研究

两轮自平衡车沿直线运动的情况ꎮ
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图 １　 两轮自平衡车结构简图

接下来应用拉格朗日方程建立系统的数学模型ꎮ
系统的总动能 Ｔ 包括车体的动能 Ｔ１ꎬ 左、右轮子动能

Ｔ２ꎬ即
Ｔ＝Ｔ１＋Ｔ２ ＝

１
２
ｍｐＬ２ θ

􀅰
２＋ １
２
ｍｐＲ２ω２ｒ ＋ｍｐＲＬωｒ θ

􀅰
ｃｏｓθ＋ ３

２
ｍｒＲ２ω２ｒ

􀅰９１１􀅰
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表 １　 两轮自平衡车的变量

变量 说明 数值

ｍｒ / ｋｇ １个轮子的质量 ０.３３１ ４

Ｒ / ｍ 轮子的半径 ０.１５

θｒ / ｒａｄ 轮子的旋转角度 —

ωｒ / ( ｒａｄ / ｓ) 轮子的旋转角速度 —

ｍｐ / ｋｇ 车体的质量 ３.０

θ / ｒａｄ 车体的倾斜角度 —

Ｌ / ｍ 车体质心到轮轴中心线距离 ０.１３

　 　 以车轮中心轴线所在的 ｘ－ｙ 平面为零势能面ꎬ系统的

势能为 Ｕ＝ｍｐｇＬｃｏｓθꎮ
由系统的拉格朗日函数 Ｌ＝Ｔ－Ｕ 并应用欧拉－拉格朗

日方程
ｄ
ｄｔ
( ∂Ｌ

∂ｑ
􀅰

ｋ

)－ ∂Ｌ
∂ｑｋ
＝ τｋ 得到该系统的运动学方程为

ｍｐＬ２ θ
􀅰􀅰
＋ｍｐＲＬ ω􀅰 ｒｃｏｓθ－ｍｐｇＬｓｉｎθ＝ －τ (１)

(ｍｐ＋３ｍｒ)Ｒ２ω
􀅰

ｒ＋ｍｐＲＬ θ
􀅰􀅰
ｃｏｓθ－ｍｐＲＬ θ

􀅰
２ｓｉｎθ＝ τ (２)

式中 τ 为电动机的转矩ꎮ 为了计算简便ꎬ此处忽略了电动

机电刷处的摩擦力ꎮ
选 择 系 统 的 状 态 变 量 为 ｘ ＝ (ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３) Ｔ ＝

(θꎬθ
􀅰
ꎬωｒ) Ｔꎬ为了表示方便ꎬ定义如下变量:α ＝ ｍｐＬ２ꎬβ ＝

ｍｐＲＬꎬγ＝ｍｐｇＬꎬη＝(ｍｐ＋３ｍｒ)Ｒ２ꎮ
由此得到系统的状态方程为

ｘ１
􀅰
＝ ｘ２

ｘ２
􀅰
＝
γηｓｉｎｘ１－β２ｘ２２ｓｉｎｘ１ｃｏｓｘ１－(βｃｏｓｘ１＋η)τ

αη－β２ ｃｏｓ２ｘ１

ｘ３
􀅰
＝
αβｘ２２ｓｉｎｘ１－βγｓｉｎｘ１ｃｏｓｘ１＋(α＋βｃｏｓｘ１)τ

αη－β２ ｃｏｓ２ｘ１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

应用文献[１１] 中的部分反馈线性化方法ꎬ将电动机

的转矩 τ 作为控制输入信号ꎬ并选择如下形式:

τ＝ －
αβｘ２２ｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

＋
βγｓｉｎｘ１ｃｏｓｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

＋
αη－β２ ｃｏｓ２ｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

ｕ (３)

此外ꎬ在构造平衡车结构时ꎬ使条件 α ＝ η 成立ꎮ 此

时ꎬ该系统的状态方程可表示为

ｘ１
􀅰
＝ ｘ２

ｘ２
􀅰
＝

γｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

＋
αβｘ２２ｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

－ｕ

ｘ３
􀅰
＝ｕ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(４)

为了控制车体在竖直方向的平衡稳定ꎬ将系统在期望

的平衡点(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)＝ (０ꎬ０ꎬν０) 处进行线性化ꎮ 这里需

要说明的是:在 ｘ３ ＝Ｃ(常数)时(状态变量 ｘ３ 是相对角速

度)ꎬ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)＝ (０ꎬ０ꎬＣ)均为系统平衡点ꎮ
应用泰勒展开得到该系统的线性状态方程

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ (５)

式中:Ａ＝

０ １ ０
γ

α＋β ０ ０

０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎻＢ＝

０
－１
１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

该线性系统显然是可控的ꎬ所以可以通过选择合适参

数的 ＰＩＤ控制策略 ｕ ＝ －Ｋｘ 实现该系统在竖直位置的平

衡控制ꎬ此处 Ｋ＝(ｋ１ꎬｋ２ꎬｋ３)ꎮ

２　 吸引区域估算结果对比

２.１　 基于二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数吸引区域估计

从最基本的二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数出发ꎬ在吸引区域内

部通过寻找适当的几何图形来逼近吸引区域边界ꎬ从而近

似估计吸引区域的大小ꎮ
将控制信号 ｕ ＝ －Ｋｘ 施加到式(５)中ꎬ得到的闭环系

统的表达式为

ｘ
􀅰
＝(Ａ－ＢＫ)ｘ＋ｇ(ｘ) (６)

式中 ｇ(ｘ)＝ ０ꎬ
(γ＋βｘ２２)ｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

－
γｘ１
α＋βꎬ０

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

ꎮ

因为系统 ( Ａ － ＢＫ) 是稳定的ꎬ故 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程

(Ａ－ＢＫ) ＴＰ＋Ｐ(Ａ－ＢＫ) ＝ －Ｉ 有正定解 Ｐꎮ 选择 Ｖ ＝ ｘＴＰｘ

作为系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数ꎬ则其沿系统轨迹的导数 Ｖ
􀅰
可以

表示为
(γ＋βｘ２２)ｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

－
γｘ１
α＋β

ꎮ

对
(γ＋βｘ２２)ｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

－
γｘ１
α＋β

进行适当地缩放ꎬ可得:

(γ＋βｘ２２)ｓｉｎｘ１
α＋βｃｏｓｘ１

－
γｘ１
α＋β

≤‖ｘ‖３ βγ
２ (α＋β) ２

＋ γ
２(α＋β)

＋ β
α＋β

é
ë
êê

ù
û
úú

进一步得到

Ｖ
􀅰
≤‖ｘ‖２ ２‖ｘ‖２‖Ｐ‖

βγ
２ (α＋β)２

＋ γ
２(α＋β)

＋ β
α＋β

é
ë
êê

ù
û
úú －１{ } ꎮ

选取 ｘ
－
满足

ｘ
－
≤ ２‖Ｐ‖

βγ
２ (α＋β) ２

＋ γ
２(α＋β)

＋ β
α＋β

é
ë
êê

ù
û
úú{ }

－ １２

那么在 Ｕ０ 上有 Ｖ
􀅰
<０ꎮ

Ｕ０ ＝{ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３) Ｔ:‖ｘ‖<ｘ
－
ꎬｘ≠(０ꎬ０ꎬ０) Ｔ}

对于任何 ｘ０∈Ｕ０ꎬ可以选择 Ωｃ０ ＝ { ｘ:Ｖ ( ｘ) ≤ ｃ０ꎬ

ｃ０ <λｍｉｎ(Ｐ)ｘ
－
２} 作为吸引区域的估计值[１１] ꎮ

Ｖ(ｘ)＝ ｘＴＰｘ≤ｃ０⇔
ｘ ２１
ｃ０

λｍｉｎ(Ｐ)

＋
ｘ ２２
ｃ０

λ２(Ｐ)

＋
ｘ ２３
ｃ０

λｍａｘ(Ｐ)

≤１ (７)

式中 ｘ＝Ｎ ｘ 满足正交变换:

ＮＴＰＮ＝
λｍｉｎ(Ｐ)
　 　 　 　 λ２(Ｐ)
　 　 　 　 　 　 　 　 λｍａｘ(Ｐ)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
ꎮ

在椭球中ꎬ最大的球体可以表示为

ｘ ２１＋ｘ ２２＋ｘ ２３≤
ｃ０

λｍａｘ(Ｐ)
≤

λｍｉｎ(Ｐ)
λｍａｘ(Ｐ)

ｘ— ２ (８)

此处选择最大球体半径 Ｒ ＝
λｍｉｎ(Ｐ)
λｍａｘ(Ｐ)

ｘ—作为吸引区

域的估算值[１１] ꎮ

􀅰０２１􀅰
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采用表 １中的数值ꎬ 应用 Ｐｙｔｈｏｎ语言编写程序进行

吸引 区 域 的 数 值 估 算[１３] ꎮ 通 过 调 用 ｓｃｉｐｙ 库 中 的

ｌｉｎａｌｇ.ｓｏｌｖｅ＿ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ＿ａｒｅ( )函数和 ｓｏｌｖｅ＿ｌｙａｐｕｎｏｖ( )函
数ꎬ估算出吸引区域约为 Ｒ ＝ １.２×１０－３ꎮ 可见ꎬ该吸引区

域的估算数值非常小ꎬ不足以满足系统实际控制和调试

之用ꎮ

２.２　 利用坐标变换ꎬ扩大吸引区域估算值

本小节ꎬ通过坐标变换的方法寻找更大的吸引区域估

计值ꎮ 为了简单起见ꎬ假定

ｘ＝
ｘ１
ｘ２
ｘ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

ｍ１１ ０ ０
０ ｍ２２ ０
０ ０ ｍ３３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ｙ１
ｙ２
ｙ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝Ｍｙ (９)

在新坐标系下ꎬ式(６)可写作

ｙ
􀅰
＝(Ｍ－１ＡＭ－Ｍ－１ＢＫＭ)ｙ＋Ｍ－１ｇ(Ｍｙ)ꎮ

与原坐标系下的闭环系统表达式(６)对比ꎬ得到
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Ｍ－１ｇ(Ｍｙ)⇔ｇ(ｘ)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ꎮ

在新坐标系下ꎬ线性系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

(Ｍ－１ＡＭ－Ｍ－１ＢＫＭ) ＴＰ
∧
＋Ｐ
∧
(Ｍ－１ ＡＭ－Ｍ－１ ＢＫＭ) ＝ － Ｉ

有正定解 Ｐ
∧
ꎮ 在两轮自平衡车的实际调试和控制时ꎬ更

加注重车体的偏转角度 θ 的变化ꎮ 为了在新坐标系下更

加直观地观察该量值ꎬ设定 ｍ１１ ＝ １ꎮ 选取 Ｖ
∧
( ｙ) ＝ ｙＴＰ

∧
ｙ

作为系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ那么沿着系统轨迹的导数Ｖ
∧
􀅰

可表示为
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至此ꎬ可以得到如式(８)相同定义的最大球体
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ꎮ

调整 Ｍ 值ꎬ可以获得最大的吸引区域估计值ꎮ

通过 Ｐｙｔｈｏｎ 程 序 得 到 Ｒ
∧
＝ ０. １０４ꎬ 此 时 对 应

Ｍ＝
１ ０ ０
０ ７ ０
０ ０ ３２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

和 Ｋ＝(－９０.１８ꎬ－２.８３ꎬ－０.７９)ꎮ

观察式(１０)ꎬ它实质上是一个在原坐标系下受到 Ｍ
值影响的椭球ꎮ

ｘ２１＋
ｘ２２
ｍ２２２
＋
ｘ２３
ｍ２３３
≤Ｒ
∧
２ (１１)

通过选取合理的 Ｍ 值ꎬ相当于对原坐标系下的式(８)
进行适当地拉伸ꎬ可以较为明显地扩大 ｘ 的取值范围ꎬ即
扩大吸引区域ꎮ

３　 系统仿真

参照得到的较大的吸引区域估算值ꎬ选取偏离平衡位

置较远的点 ｘ＝(０.１ ｒａｄꎬ－０.５ ｒａｄ / ｓꎬ３ ｒａｄ / ｓ)作为系统的初

始条件ꎬ利用 Ｐｙｔｈｏｎ程序进行系统的响应仿真ꎬ仿真结果

如图 ２所示ꎮ
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图 ２　 系统的响应曲线

图 ２中实线为 Ｋ ＝ (－９０.１８ꎬ－２.８３ꎬ－０.７９)ꎬ可以看出

车体在 ４ ｓ 内达到平衡点并稳定下来ꎬ说明了线性控制器

ｕ＝ －Ｋｘ的有效性ꎬ同时证明了吸引区域的估算值的可用

性ꎮ 虚线为 Ｋ ＝ (－９０.１８ꎬ－１０ꎬ－０.７９)得到的系统响应效

果ꎬ发现系统获得了较好的动态响应效果ꎮ 由此也可以得

出:在进行吸引区域估计时得到的 Ｋ 能够实现系统的稳

定控制ꎬ并且为 ＰＩＤ线性控制器的参数整定优化提供一定

的方向性指导ꎮ

４　 结语

基于二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ对两轮自平衡车的平衡控

制通过变换坐标的方法来获得较大吸引区域估算值ꎬ并从

几何学上直观地解释了坐标变化的意义ꎮ 通过 Ｐｙｔｈｏｎ 程

序仿真系统响应过程ꎬ验证了在扩大的吸引区域内的初始

条件ꎬ均可通过 ＰＩＤ 线性控制器达到稳定平衡的控制效

果ꎮ 这种利用开源的 Ｐｙｔｈｏｎ 对控制系统的控制仿真获得

了成本更低、更简便直观的良好效果ꎬ对 Ｐｙｔｈｏｎ 在众多科

研人员中的普及和推广有很好的借鉴意义ꎮ

􀅰１２１􀅰
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　 　 为了对比ꎬ进行了 ＰＳＯ 算法对 ＳＶＭ 参数优化和特征

选择实验ꎮ 图 ５为随着进化代数的上升ꎬＧＡＰＳＯ－ＳＶＭ 和

ＰＳＯ－ＳＶＭ 的适应度上升点线图ꎮ 可以看出ꎬＧＡＰＳＯ 比

ＰＳＯ在前期寻优的速度更快ꎬ２０ 代左右就能到达较高的

适应度值ꎬ最终适应度高于 ＰＳＯ算法ꎬ说明算法具有跳出

局部最优解的能力ꎮ
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图 ５　 两种算法的性能对比

３　 结语

提出一种基于 ＧＡＰＳＯ－ＳＶＭ 的钣金零件图像识别方

法ꎬ该方法可对视场内不同位置和角度的钣金零件进行识

别ꎮ 本文方法的关键是结合了遗传算法和二进制粒子群

算法的优点ꎬ通过计算选择的特征维数和交叉验证的准确

率来评判当前的适应度ꎮ 经过不断地迭代ꎬ得到最优的

ＳＶＭ参数和所需特征ꎮ 最终实验结果说明ꎬ该方法能有

效地进行支持向量机的参数优化和特征选择ꎬ从而在识别

过程中有效地减少特征数量ꎬ并提高识别准确率ꎮ
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Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ Ｍａｎꎬ ａｎｄ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ. Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ. ＩＥＥＥꎬ ２００２.
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