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摘　 要:为开展弧齿锥齿轮齿面接触分析ꎬ需确定一个初始点作为接触迹线、传动误差等参数

的计算起始点ꎮ 通过建立轮齿展成坐标系及齿面方程ꎬ对大小齿轮齿面作离散化处理ꎬ基于齿

面两点间距离最小原则ꎬ针对含安装误差的弧齿锥齿轮初始点确定的问题ꎬ提出一种新的计算

接触分析初始点的方法ꎮ 研究结果表明ꎬ对于不同的安装误差ꎬ该方法均能快速确定初始点的

位置ꎬ并得到相应的接触迹线及传动误差曲线ꎮ
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０　 引言

弧齿锥齿轮有着传动平稳、噪声低、承载性能佳等优

点ꎬ广泛应用于航空、航天以及汽车等领域[１] ꎮ 在对弧齿

锥齿轮进行齿面接触分析时ꎬ通常需要先确定初始点的位

置ꎬ才能准确获得齿面上的接触迹线以及传动误差曲线ꎮ
文献[２－３]介绍了“局部综合法”ꎬ由于此方法预设了

初始点的位置ꎬ所以可直接选取该点进行齿面接触分析ꎮ
ＬＩＴＶＩＮ Ｆ Ｌ 等[４] 将大小轮齿面划分成不同单元ꎬ基于齿

面法向偏差最小及距离最小原则ꎬ计算加权系数ꎬ求得初

始点的位置ꎮ 但该方法加权系数不易确定且未考虑安装

误差ꎮ 唐进元等[５]提出含误差螺旋锥齿轮齿面初始点的

确定方法ꎬ需要先指定大轮齿面的初始点ꎬ再去求小轮齿

面的初始点ꎮ 李敬财等[６] 将大小轮齿面离散成相同的单

元ꎬ取齿面距离最短的单元作为初始点的位置ꎬ但该方法

未考虑安装误差的影响ꎮ 苏宇龙等[７] 分析了考虑安装误

差的弧齿锥齿轮齿面接触迹线的变化情况ꎬ但未介绍初始

点的确定方法ꎮ ＤＩＮＧ Ｈａｎ 等[８] 针对螺旋锥齿轮齿面接

触误差分析ꎬ提出一种确定初始点的方法ꎬ但需要提供齿

形误差ꎮ
为解决由于安装误差导致弧齿锥齿轮接触分析初始

点未知的问题ꎬ本文提出一种新的初始点计算方法ꎮ

１　 弧齿锥齿轮齿面方程

图 １所示为加工弧齿锥齿轮的展成坐标系ꎬ包括刀具

坐标系 Ｍｃｉ、机床坐标系 Ｍｍｉ、轮坯坐标系 Ｍｉ以及 ３个辅助

坐标系 Ｍｎｉ、Ｍｅｉ、Ｍｆｉꎮ
模拟加工过程中刀具、机床以及轮坯之间的位置和运

动关系ꎬ通过坐标系之间的转换ꎬ得到在轮坯坐标系 Ｍｉ中

刀刃上任意一点的位矢和法矢如式(１)所示ꎮ
ｒｉ(ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ)＝ Ｍｉｆ ｉＭｆｉｅ ｉＭｅｉｍ ｉＭｍｉｎ ｉＭｎｉｃ ｉｒｃｉ(ｕｃｉꎬθｃｉ)
ｎｉ(ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ)＝ Ｌｉｆ ｉＬｆｉｅ ｉＬｅｉｍ ｉＬｍｉｎ ｉＬｎｉｃ ｉｎｃｉ(ｕｃｉꎬθｃｉ)

{
(１)

式中:ｒｃｉ、ｎｃｉ是刀具坐标系 Ｍｃｉ中切削锥面的位矢和法矢ꎻ
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图 １　 加工弧齿锥齿轮的展成坐标系

ｕｃｉ、θｃｉ是刀具切削面的坐标ꎻφｉ是轮坯转动的角度ꎻＭ 是

４×４阶矩阵ꎻＬ 是取 Ｍ 矩阵的前 ３ 行前 ３ 列ꎻ下标 ｉ ＝ １ꎬ２
分别表示加工小、大轮齿面ꎬ下同ꎮ

根据弧齿锥齿轮啮合原理[９] :
ｆ(ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ)＝ ｎｍｉ􀅰ｖｏｉ ＝ ０ (２)

式中:ｎｍｉ、ｖｏｉ分别是机床坐标系 Ｍｍｉ中刀具切削面的法矢

以及虚拟产形轮与轮坯的相对速度ꎮ
将式(２)表示成 φｉ ( ｕｃｉꎬθｃｉ)ꎬ再联立式(１)ꎬ得到弧齿

锥齿轮的齿面方程和法矢为:
ｒｉ(ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ)＝ ｒｉ[ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ(ｕｃｉꎬθｃｉ)]
ｎｉ(ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ)＝ ｎｉ[ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉ(ｕｃｉꎬθｃｉ)]

{ (３)

２　 考虑安装误差的初始点计算方法
建立弧齿锥齿轮装配坐标系ꎬ将齿轮按照啮合位置关

系进行安装ꎬ并引入安装误差ꎬ如图 ２所示ꎮ 图 ２中ꎬＭｓ是
固定坐标系ꎻＭ１和 Ｍ２分别是小轮和大轮的旋转坐标系ꎻ
Ｍｔ是辅助坐标系ꎻΔＶ 是垂直误差ꎻΔＨ 是水平误差ꎻΔΣ 是

轴交角误差ꎮ

Σ + ∆Σ
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图 ２　 含安装误差的弧齿锥齿轮啮合坐标系

在固定坐标系 Ｍｓ下ꎬ由于与大轮坐标系 Ｍ２重合ꎬ可
直接令大轮齿面方程 ｒｓ２和法矢 ｎｓ２分别与 ｒ２、ｎ２相等ꎻ而
小轮齿面方程和法矢可表示为:

ｒｓ１(ｕｃ１ꎬθｃ１ꎬφ１)＝ ＭｓｔＭｔ１ｒ１(ｕｃ１ꎬθｃ１ꎬφ１)
ｎｓ１(ｕｃ１ꎬθｃ１ꎬφ１)＝ ＬｓｔＬｔ１ｎ１(ｕｃ１ꎬθｃ１ꎬφ１){ (４)

假设 ｘ１轴的单位矢量为 ｉ１ꎬｘ２轴的单位矢量为 ｉ２ꎬ将
大小轮旋转轴的单位矢量 ｉ１、ｉ２转化到固定坐标系 Ｍｓ中:

ｉｓ１ ＝ＬｓｔＬｔ１ ｉ１
ｉｓ２ ＝Ｌｓ２ ｉ２{ (５)

一般情况下ꎬ按照图 ２ 所示将两齿轮直接进行安装

时ꎬ通常需将两齿轮绕着各自的旋转轴转动一定的角度ꎬ
才能使得轮齿上对应点正确啮合ꎮ 假设小轮绕着－ｉｓ１旋转

β１角ꎬ大轮绕着 ｉｓ２旋转 β２角ꎬ得到相应方程[１０] :

ｒ∗ｓｉ (ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉꎬβｉ)＝ ｓｉｎβｉ( ｉｓｉ×ｒｓｉ)＋
ｃｏｓβｉ( ｉｓｉ×ｒｓｉ)×ｉｓｉ＋( ｉｓｉ􀅰ｒｓｉ) ｉｓｉ
ｎ∗ｓｉ (ｕｃｉꎬθｃｉꎬφｉꎬβｉ)＝ ｓｉｎβｉ( ｉｓｉ×ｎｉ)＋
ｃｏｓβｉ( ｉｓｉ×ｎｉ)×ｉｓｉ＋( ｉｓｉ􀅰ｎｉ) ｉｓｉ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(６)

根据弧齿锥齿轮啮合原理[９] ꎬ两齿轮在啮合点处满

足以下方程:
ｒ∗ｓ１ ＝ ｒ∗ｓ２
ｎ∗ｓ１ ＝ｎ∗ｓ２{ (７)

对弧齿锥齿轮齿面进行网格划分ꎬ如图 ３所示ꎮ 将大

轮和小轮齿面投影到轴截面ꎬ并沿着齿高和齿宽方向将齿

面分成 ｍ 和 ｎ 等分ꎮ 假设大轮离散点编号从小端的齿顶

开始ꎬ编号为(１ꎬ１)ꎬ到大端齿根结束ꎬ编号为(ｍꎬｎ)ꎻ小轮

离散点编号则从小端的齿根开始ꎬ到大端齿顶结束ꎮ

y
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x

图 ３　 弧齿锥齿轮齿面网格划分

选取大小轮齿面上编号相同的离散点ꎬ求出式(６)中
小轮和大轮的旋转角度 β１、 β２:

β１ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｉｓ２􀅰ｎｓ２

ｉｓ２ꎬｉｓ１ꎬｎｓ１( ) ２＋ ｉｓ１×ｎｓ１( ) 􀅰 ｉｓ１×ｉｓ２( )[ ] ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －β１０

(８)

β２ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｉｓ１􀅰ｎｓ１

ｉｓ１ꎬｉｓ２ꎬｎｓ２( ) ２＋ ｉｓ２×ｎｓ２( ) 􀅰 ｉｓ２×ｉｓ１( )[ ] ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －β２０

(９)
式中:

β１０ ＝ａｒｃｃｏｓ
ｉｓ２ꎬｉｓ１ꎬｎｓ１( )

ｉｓ２ꎬｉｓ１ꎬｎｓ１( ) ２＋ ｉｓ１×ｎｓ１( ) 􀅰 ｉｓ１×ｉｓ２( )[ ] ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１０)

β２０ ＝ａｒｃｃｏｓ
ｉｓ１ꎬｉｓ２ꎬｎｓ２( )

ｉｓ１ꎬｉｓ２ꎬｎｓ２( ) ２＋ ｉｓ２×ｎｓ２( ) 􀅰 ｉｓ２×ｉｓ１( )[ ] ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１１)
旋转 β１、β２角度后ꎬ两齿面在该离散点处单位法矢相

等ꎬ得到此时两点之间的距离为:
ｄ＝ ｒ∗ｓ１ －ｒ∗ｓ２ (１２)

由于安装误差的存在ꎬ不能保证在上述旋转角度下该

点就是两齿面距离最短的点ꎮ 为此ꎬ假设以大轮为参考齿

面ꎬ依次选取其齿面上的离散点ꎬ再在小轮齿面选取与该

离散点编号相近的多个点ꎬ利用式(１２)计算这些点与大

轮离散点的距离ꎬ直至找到满足两齿面距离最短的离散

点ꎮ 重复上面的操作ꎬ遍历完齿面所有离散点ꎬ得到两齿

面距离最短时轮齿旋转的角度 β∗１ 、β∗２ 以及离散点编号ꎬ
并求出该离散点对应的齿面参数 ｕ∗ｃ１、θ∗ｃ１、ｕ∗ｃ２、θ∗ｃ２ꎮ

由于齿面离散化的处理ꎬ得到的 ｕ∗ｃ１、θ∗ｃ１、β∗１ 、ｕ∗ｃ２、θ∗ｃ２、
β∗２ 并不是最终初始点的相关参数ꎬ需以此为初始值ꎬ利用
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式(７)进行求解ꎮ 但由于 ｜ｎｓ１ ｜ ＝ ｜ ｎｓ２ ｜ ꎬ根据式(７)仅能得

到 ５ 个方程ꎬ未知量却有 ６ 个ꎮ 本文选取 β∗２ 作为已知

量[１２] ꎬ用 Ｌ－Ｍ 法求解其他 ５ 个参数ꎬ进而得到初始点在

齿面的具体位置ꎮ

３　 算例分析
以一对右旋大轮左旋小轮为例ꎬ按照上述方法进行分

析ꎮ 接触迹线以及传动误差的计算参照文献[７]的方法ꎬ
本文不作过多赘述ꎮ 表 １和表 ２给出了设计与加工参数ꎮ

表 １　 弧齿锥齿轮的设计参数

参数 小轮 大轮

轴交角 / (°) ９０

大端端面模数 / ｍｍ ６.５

齿数 ２６ ４７

齿宽 / ｍｍ ５２.４

中点锥距 / ｍｍ １４８.３６４ ６

节锥角 / (°) ２８.９５１ １ ６１.０４８ ９

根锥角 / (°) ２７.３１４ ４ ５８.２５９ ２

面锥角 / (°) ３１.７４０ ８ ６２.６８５ ６

齿顶高 / ｍｍ ７.２８５ ３.７６５

齿根高 / ｍｍ ４.９８７ ８.５０７

表 ２　 弧齿锥齿轮的加工参数

参数 小轮凹面 大轮凸面

刀尖直径 / ｍｍ ２９３.６２８ ９ ３０４.８００ ０

刀顶距 / ｍｍ — ３.０４８

压力角 / (°) １８ ２０

轴向轮位 / ｍｍ －３.００９ ０

床位 / ｍｍ １.３８１ ６ －０.００１ ５

垂直轮位 / ｍｍ －４.１５８ ４ ０

切削滚比 １.９７４ ６ １.１４１ ５

径向刀位 / ｍｍ １３０.７８１ ５ １３８.９２３ ８

角向刀位 / (°) －６４.２２７ ８ ６３.９７６ ４

　 　 图 ４－图 ９分别为考虑垂直误差、水平误差以及轴交

角误差情形下轮齿接触分析图ꎬ其中星号点为初始点ꎮ

U� /mm
-10 0 10 20 30 40 50 60

U
Q

/m
m

0

5

10

15 
-B�-0.2 mm

-B� 0.0 mm

-B� 0.2 mm

U�/mm
-10 0 10 20 30 40 50 60

U
Q

/m
m

0

5

10

15 
-B�-0.2 mm

-B� 0.0 mm

-B� 0.2 mm

(a) �E 

(b) �
 

图 ４　 考虑垂直误差的轮齿接触迹线
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图 ５　 考虑垂直误差的传动误差曲线
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图 ６　 考虑水平误差的轮齿接触迹线
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图 ７　 考虑水平误差的传动误差曲线
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图 ８　 考虑轴交角误差的轮齿接触迹线
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图 ９　 考虑轴交角误差的传动误差曲线

从图 ４－图 ９中可以看出ꎬ当垂直误差、水平误差、轴交角

误差为负值时ꎬ小轮的接触迹线偏向于齿顶方向ꎬ当上述

误差为正值时ꎬ小轮的接触迹线偏向于齿根方向ꎬ大轮情

况则与之相反ꎮ 相比较之下ꎬ垂直误差对接触迹线的影

响较大ꎬ其次是水平误差ꎻ而对传动误差的影响正好

相反ꎮ

４　 结语

１) 利用刀具、机床以及轮坯之间的位置和加工关

系ꎬ建立弧齿锥齿轮展成坐标系ꎬ推导出弧齿锥齿轮的齿

面方程ꎮ
２) 提出考虑安装误差的弧齿锥齿轮接触分析初始点

计算方法ꎬ解决了在仅给出大小轮设计、加工参数的情况

下确定初始点位置的问题ꎮ

　 　 ３) 通过算例分析ꎬ获得不同安装误差下初始点的位

置、大小轮齿面接触迹线以及传动误差曲线的对比图ꎬ验
证了本方法的可行性ꎮ
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