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摘　 要:为探究等截面圆柱形螺旋压缩弹簧横向静刚度及动刚度特性ꎬ建立弹簧离散模型ꎬ进
行有限元分析ꎮ 静载下ꎬ修正 Ｋｒｅｔｔｅｋ 刚度公式ꎬ使其兼顾弹簧受载端的垂向压缩量和横向位

移量等因素对横向静刚度的影响ꎮ 动载下ꎬ进行频变分析ꎬ绘制横向动刚度随激励频率变化曲

线ꎮ 结果表明:横向动刚度随激励频率的提高呈波动上升的趋势ꎻ可以通过改变横向激励的加

载方向、垂向预压缩量和材料阻尼调整动刚度的变化规律ꎮ
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０　 引言
等截面圆柱形螺旋压缩弹簧因结构简单可靠、变形范

围宽泛等优点广泛应用于仪表、电器、交通运输等行

业[１－３] ꎮ 在轨道交通领域ꎬ螺旋弹簧被大量应用在机车车

辆的悬挂装置上ꎬ起缓和因轮对行径线路不平顺、轨缝、道
岔、钢轨磨耗和不均匀下沉以及车轮不圆、轴颈偏心等原

因引起的振动和冲击[４] ꎮ 螺旋弹簧的动态传递特性显著

影响着列车运行的安全性、平稳性和舒适性ꎬ准确分析其

刚度特性是保证动力学计算精度的前提ꎮ
轮轨冲击振动对列车运行速度十分敏感ꎮ 列车在高

速运营时ꎬ轮轨间动作用力显著增强ꎬ激励频率范围变

宽[５] ꎮ 激励产生的中高频振动传递到转向架及车体ꎬ造
成零部件的振动特性与低速时大不相同[６] ꎮ 当列车侧向

通过道岔时ꎬ剧烈的轮轨横向冲击将导致十分复杂的轮岔

动态相互作用ꎬ引起车辆较强的横向振动ꎬ导致较大的脱

轨系数ꎬ对行车安全产生不利影响ꎮ 弹簧的横向刚度关系

到列车曲线通过性和横向运动性能ꎬ而振动频率又会影响

弹簧动态传递特性[７] ꎮ 现有文献大多仅对弹簧垂向刚度

进行分析ꎬ而横向动刚度的研究近似空白ꎬ故探究不同激

励频率下螺旋弹簧横向刚度特性是具有理论价值和工程

意义的ꎮ
本文对螺旋弹簧的横向静刚度及动刚度进行有限元分

析ꎮ 依据计算结果ꎬ对 Ｋｒｅｔｔｅｋ 刚度公式进行修正ꎬ提高公式

的计算精度ꎮ 改变加载条件和弹簧参数ꎬ施加横向正弦位移

激励进行频变分析ꎬ探究影响弹簧动态传递特性的因素ꎮ

１　 螺旋弹簧横向静刚度

１.１　 Ｋｒｅｔｔｅｋ 刚度公式

传统的螺旋弹簧横向静刚度计算一般是将弹簧简化

成等截面弹性直杆[８] ꎮ 定义弹簧等效弯曲刚度 Ｂ、等效剪

切刚度 Ｓ、垂向静刚度 ｋｖ 分别为:
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式中:ｄ 为簧丝直径ꎻＤ 为弹簧中径ꎻｎ 为弹簧有效圈圈数ꎻ
Ｅ 为弹性模量ꎻμ 为泊松比ꎻＨ 为弹簧工作高度ꎬＨ＝Ｈ０－ｆｖ－
ｄꎬｆｖ 为弹簧垂向压缩量ꎬＨ０ 为弹簧自由高度ꎮ

假定弹簧受横向载荷变形过程中上、下端面始终保持

水平ꎬ如图 １ 所示ꎮ 由于结构具有对称性ꎬ零弯矩点为弹簧

中点ꎬ取二分之一为研究对象[９]ꎮ 建立弹簧变形的微分方

程ꎬ带入边界条件ꎬ得到弹簧横向静刚度 ｋｌ 的理论值为
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式中 Ｐｖ 为垂向载荷ꎬＰｖ ＝ ｋｖ×ｆｖꎮ
ＫＲＥＴＴＥＫ Ｏ 等[１０]引入修正因子 α 来考虑弹簧 ｆｖ 和

Ｈ０ 对横向静刚度的影响ꎮ Ｋｒｅｔｔｅｋ 刚度公式为

ｋｌｋ ＝αｋｌ ＝(ａｆｖ / Ｈ０＋ｂ)×ｋｌ (６)
式中 ａ、ｂ 为修正系数ꎮ
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图 １　 横向变形示意图

１.２　 有限元分析

为探究影响弹簧横向静刚度的因素ꎬ构建两端磨平的

螺旋弹簧有限元计算模型ꎮ 支撑区域由于形状相对复杂ꎬ
采用 ＳＯＬＩＤ９５ 号单元ꎻ中间有效区域采用 ＳＯＬＩＤ４５ 号单

元ꎮ 为正确模拟实际工作状况ꎬ将弹簧上、下端面所有节

点分别刚性耦合至各自的中心点 Ａ 点及 Ｂ 点ꎮ 在 Ｂ 点施

加固定端约束ꎬ在 Ａ 点施加垂向及横向位移载荷ꎮ 通过静

力分析ꎬ在 ＡＮＳＹＳ 软件的 ＰＯＳＴ２６ 后处理模块中提取横

向支反力ꎬ除以横向位移量 ｆｌꎬ即可得到横向静刚度 ｋｌ 的

有限元分析结果ꎮ
肖绯雄[１１]发现横向载荷的加载方向会对螺旋弹簧垂

向静刚度 ｋｖ 产生影响ꎮ 为探究加载方向对 ｋｌ 是否有影

响ꎬ在受载端以 Ａ 点为坐标原点ꎬ建立如图 ２ 所示的坐标

系ꎮ ｙ 轴与受载端切口平面 Ｓ１ 的法向相平行ꎬ且向外为

正ꎮ 通过改变有效圈和支撑圈的圈数ꎬ调整受载端切口平

面 Ｓ１和约束端切口平面 Ｓ２的相对位置ꎬ将两切口平面所

夹角度 θ 分为 ４ 个区间ꎮ 通过有限元计算ꎬ定性分析不同

加载方向下 ｋｌ 随 ｆｌ 和 ｆｖ 的变化趋势ꎬ如表 １ 所示ꎮ

A+x -x

+y

-y

�D�D

�	4�

图 ２　 平面直角坐标系

表 １　 切口平面不同位置横向静刚度变化趋势

切口平面相对位置及夹角 θ
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　 　 当载荷沿＋ｘ 向加载ꎬ夹角 θ 在 ０° ~ ２７０°范围内时ꎬｋｌ

随着 ｆｌ 的增加而增加ꎻ当 θ 在 ２７０° ~３６０°范围内时ꎬｋｌ 随 ｆｌ
的增加而减小ꎮ 沿－ｘ 向加载有相反的规律ꎮ

当载荷沿＋ｙ 向加载ꎬ夹角 θ 在 ０° ~１８０°和 ２７０° ~３６０°范
围内时ꎬｋｌ 随着 ｆｌ 的增加而增加ꎻ当 θ 在 １８０° ~ ２７０°范围内

时ꎬｋｌ 随 ｆｌ 的增加而减小ꎮ 沿－ｙ 向加载有相反的规律ꎮ
同时ꎬｋｌ 随着 ｆｖ 的变化趋势与随着 ｆｌ 的变化趋势相反ꎮ
以弹簧两切口平面夹角 θ 在 ２７０° ~ ３６０°内的模型为

例ꎬ定量分析横向载荷加载方向对 ｋｌ 的影响ꎬ如图 ３ 所

示ꎮ 依次改变 ｆｌ 和垂向压缩量 ｆｖꎬ绘制 ｋｌ 的变化曲线ꎬ如
图 ４、图 ５ 所示ꎮ 对于无垂向压缩的状态ꎬ无论横向载荷

加载方向如何ꎬｋｌ 均不随 ｆｌ 发生改变ꎬ沿 ｘ 轴、ｙ 轴加载时

的刚度值分别为 ３８６.６５ Ｎ / ｍｍ 和 ３７７.６２ Ｎ / ｍｍꎻ对于存在

垂向压缩的状态ꎬｋｌ 随 ｆｌ 的增加呈负指数次的增加 /减小ꎬ
且最终都趋于无垂向压缩时的刚度值ꎮ 当 ｆｖ 远大于 ｆｌ
时ꎬ弹簧垂向变形占主导地位ꎬ故 ｋｌ 随 ｆｖ 的增加呈线性增

加 /减小ꎬ且随着 ｆｌ 的增加ꎬｋｌ 变化速度减缓ꎮ
由上述分析可知ꎬ螺旋弹簧受载端的 ｆｌ 和 ｆｖ 都会对

弹簧 ｋｌ 产生影响ꎬ而 Ｋｒｅｔｔｅｋ 刚度公式仅考虑了 ｆｖ 的影

响ꎬ故其存在一定偏差ꎮ
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图 ３　 不同加载方向横向静刚度变化曲线
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图 ４　 横向静刚度随横向位移量变化曲线
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图 ５　 横向静刚度随垂向压缩量变化曲线

１.３　 横向静刚度修正公式

在 Ｋｒｅｔｔｅｋ 刚度公式的基础上ꎬ综合考虑 ｆｖ 和 ｆｌ 对 ｋｌ

的影响ꎬ对参数 α 进一步优化ꎬ建立三参数模型:

ｋｌ３ ＝ ａ１×
Ｄ
ｆｌ

＋ａ２( ) ×
ｆｖ
Ｈ０

＋ａ３
é

ë
êê

ù

û
úú ×ｋｌ (７)

式中 ａ１－ａ３ 为修正系数ꎮ
为验证修正公式(７)的普遍适用性ꎬ建立不同参数的

螺旋弹簧模型ꎮ 通过对有限元计算结果的拟合ꎬ求得各自

的横向静刚度修正系数ꎬ如表 ２ 所示ꎮ 对比发现ꎬ对于沿

同一轴正、反两个方向加载的情况ꎬ修正系数中只有系数

ａ１ 存在着正负的差别ꎮ 螺旋弹簧在铁路车辆中均对称布

置于构架两侧ꎬ为消除横向位移量对横向总刚度的影响ꎬ
右侧弹簧可由左侧弹簧旋转 １８０°后安装ꎮ

将不同 ｆｖ 和 ｆｌ 带入修正后的横向静刚度公式(７)ꎬ与
有限元法相比较的计算误差见表 ３ꎮ 显然ꎬ公式(７)的计

算精度和稳定性均优于现有方法ꎮ

表 ２　 弹簧几何参数及修正系数

模型
序号

簧丝直径 / ｍｍ 弹簧中径 / ｍｍ 有效圈数 自由高度 / ｍｍ 垂向静刚度 /
(Ｎ / ｍｍ)

　 加载
　 方向

ａ１ ａ２ ａ３
公式
编号

１ ４２.０ ２０８.０ ６.４ ４２５.０ ５４９.２

＋ｘ ０.０１８ ４ －０.１８３ ８ ０.９１７ ８ ６.１.１

＋ｙ －０.０５３ ３ －０.１７９ ９ ０.８９６ ４ ６.１.２

－ｘ －０.０１８ ４ －０.１８３ ８ ０.９１７ ８ ６.１.３

－ｙ ０.０５３ ３ －０.１７９ ９ ０.８９６ ４ ６.１.４

２ ２５.０ １１６.０ １１.７ ４２５.０ ２００.４
＋ｙ －０.３２５ ９ ３.６１７ １ ０.７９６ ２ ６.２.１

－ｙ ０.３２５ ９ ３.６１７ １ ０.７９６ ２ ６.２.２

３ ３１.２ ２０６.８ ４.７ ３５５.０ ２１８.２
＋ｘ －０.１６３ ２ －０.４０３ ２ ０.９４２ １ ６.３.１

－ｘ ０.１６３ ２ －０.４０３ ２ ０.９４２ １ ６.３.２

４ ２１.６ １３４.０ ７.２ ３５５.０ １１６.０
＋ｙ ０.１１４ １ ０.４０４ ２ ０.８３２ ５ ６.４.１

－ｙ －０.１１４ １ ０.４０４ ２ ０.８３２ ５ ６.４.２
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表 ３　 横向刚度修正公式计算误差绝对值 单位:Ｎｍｍ－１ 　

横向位移 / ｍｍ
垂向压缩量 / ｍｍ　 (括号内为公式编号)

１０　 　 ７０ １０　 　 ７０ １０　 　 ７０ １０　 　 ７０ ７０ １０ ７０ １０ ７０ １０
(６.１.１) (６.１.２) (６.１.３) (６.１.４) (６.２.１) (６.２.２) (６.３.１) (６.３.２) (６.４.１) (６.４.２)

５ ０.００３ １.２９８ ０.６７６ ０.５４２ ０.３４２ ０.３７３ ０.３０８ ２.１５５ １.９０６ ０.９８２ ２.８７２ １.２７７ ０.３２６ ０.２１２
１０ ０.０８７ １.０６６ ０.４３０ ０.１３２ ０.２５６ ０.６０３ ０.０６２ １.４８１ ０.６２６ ０.８０１ ２.５５８ １.０９７ ０.２９２ ０.１４９
３０ ０.１４３ ０.９１１ ０.２６５ ０.５８２ ０.１９９ ０.７５７ ０.１０１ １.０３０ １.３４３ ０.２１１ ０.５７８ ０.３２８ ０.１００ ０.０４６
７０ ０.１５９ ０.８６７ ０.２１９ ０.７１１ ０.１８４ ０.８０１ ０.１４８ ０.９０３ １.９０６ ０.５０１ ０.０１３ ０.１０８ ０.０４５ ０.０１７

２　 螺旋弹簧横向动刚度频变特性

２.１　 横向动刚度变化趋势

中高频激励下ꎬ螺旋弹簧自身振动加剧ꎬ弹簧各点的

运动情况变得非常复杂[１２] ꎮ 特别是当激励频率较高时ꎬ
刚度变化较大ꎬ振动传递特性与低频激励下存在较大差

异[１３] ꎮ 为研究弹簧在中高频激励下的动态响应ꎬ需进行

频变分析ꎮ 引入动刚度 ｋｄ 来描述弹簧动态传递特性ꎮ 由

于螺旋弹簧在中高频激励下振动波动传递效应的存在ꎬ固
定端和受载端由弹簧变形而产生的反力不同ꎬ将动刚度

ｋｄ 进一步分为点刚度 ｋｄＰ和传递刚度 ｋｄＴ
[１４] :

ｋｄＰ ＝ＦＷＰ / ｕｍ

ｋｄＴ ＝ＦＷＴ / ｕｍ
{ (８)

式中 ＦＷＰ、ＦＷＴ分别为弹簧受到幅值为 ｕｍ 的正弦位移激励

后ꎬ受载端和固定端的反作用力幅值ꎮ
在 Ｂ 点施加全约束ꎬ在 Ａ 点施加垂向预压缩量 ｆｖ 及

横向正弦位移激励 ｕｌ( ｔ)ꎮ 通过有限元计算ꎬ在 ＡＮＳＹＳ 软

件的 ＰＯＳＴ２６ 后处理模块中提取横向支反力 ＦＷＰ 和 ＦＷＴꎬ
除以 ｕｍꎬ即可得到 ｋｄＰ和 ｋｄＴꎮ

ｕｌ( ｔ)＝ ｕｍｓｉｎ(ωｔ)＝ ｕｍｓｉｎ(２πｆｔ) (９)
式中 ω、 ｆ 为激励频率ꎮ

选取表 ２ 中的模型 １ꎬ设置加载条件:ｆｖ 为 ５０ｍｍꎬ横
向位移激励沿＋ｘ 向加载ꎬｕｍ 为 ５ｍｍꎬ材料的阻尼比为０.０５ꎮ

进行频变分析ꎬ绘制 ｋｄ 随 ｆ 变化曲线(简称 ｋｄ－ｆ 曲线)ꎬ如
图 ６ 所示ꎮ 当 ｆ 较低时ꎬｋｄ 基本等于静刚度ꎻ当 ｆ 位于弹簧

各阶横向共振频率附近时ꎬｋｄＰ 急剧下降ꎬ出现谷值ꎻ高于

共振频率后ꎬｋｄ 升高并出现峰值ꎮ 如此ꎬ随着 ｆ 的提高ꎬｋｄ

的谷值、峰值交替出现ꎬ总体呈波动上升的趋势ꎮ
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图 ６　 横向动刚度随激励频率变化曲线

２.２　 横向动刚度影响因素

为探究影响螺旋弹簧横向动态传递特性的因素ꎬ将
２.１节中的模型 １ 设为对照组ꎬ加载条件为激励加载方向

为 ｘ 轴向ꎬ垂向预压缩量为 ５０ｍｍꎬ阻尼比为 ０.０５ꎮ 每次

只改变模型中的 １ 个参数ꎬ通过有限元计算ꎬ进行频变分

析ꎬ绘制 ｋｄ－ｆ 曲线ꎮ 不同参数对弹簧横向动刚度的影响

效果如表 ４ 所示ꎬ表中的频率是动刚度出现峰值和谷值点

所对应的频率ꎮ

表 ４　 弹簧动刚度极值点放大倍数及对应激励频率

动刚度 / (Ｎｍｍ－１) 对照组
激励加载方向 垂向预压缩量 阻尼比

１ 轴向 ｙ 轴向 ２ 轴向 ０ ｍｍ ７０ ｍｍ ０.０３ ０.０４

传递
刚度

峰值 １

峰值 ２

６４.５ Ｈｚ ６４.５ Ｈｚ ６５.５ Ｈｚ ６５.５ Ｈｚ ６６.５ Ｈｚ ６３.５ Ｈｚ ６４.５ Ｈｚ ６４.５ Ｈｚ
３８.３８ ３９.３７ ３２.８６ ３２.９２ ３３.２６ ４１.１１ ６２.８８ ４７.６７
１１８ Ｈｚ １１８ Ｈｚ １１１ Ｈｚ １１１.５ Ｈｚ １１９.５ Ｈｚ １１７ Ｈｚ １１８ Ｈｚ １１８ Ｈｚ
５７.７４ ６９.１４ ３６.８８ ４２.３３ ４６.４４ ６３.９０ ９５.３７ ７１.９５

点
刚
度

谷值 １

峰值 １

谷值 ２

峰值 ２

谷值 ３

１８.５ Ｈｚ １９ Ｈｚ １８.５ Ｈｚ １８.５ Ｈｚ ２１ Ｈｚ １８ Ｈｚ １８.５ Ｈｚ １８.５ Ｈｚ
０.１１ ０.１１ ０.１１ ０.１１ ０.１１ ０.１１ ０.０７ ０.０９
６４ Ｈｚ ６４ Ｈｚ ６４.５ Ｈｚ ６４.５ Ｈｚ ６６ Ｈｚ ６３ Ｈｚ ６４ Ｈｚ ６４ Ｈｚ
４０.５０ ３９.８９ ３３.４３ ３４.３１ ３５.１３ ４３.５０ ６４.７４ ４９.５８
７９ Ｈｚ ７８.５ Ｈｚ ７８ Ｈｚ ７８.５ Ｈｚ ８１.５ Ｈｚ ７８ Ｈｚ ７９ Ｈｚ ７９ Ｈｚ
４.５５ ４.４７ ４.２６ ４.４４ ３.７１ ５.０７ ２.９１ ３.７５

１１７ Ｈｚ １１７ Ｈｚ １１１.５ Ｈｚ １１０.５ Ｈｚ １１９ Ｈｚ １１５.５ Ｈｚ １１７.５ Ｈｚ １１７.５ Ｈｚ
６３.４２ ７２.１６ ４７.１８ ５０.４１ ５０.３６ ７０.３９ ９２.５９ ７４.３７

１３８.５ Ｈｚ １３８ Ｈｚ １３７.５ Ｈｚ １３８ Ｈｚ １４１ Ｈｚ １３８ Ｈｚ １３８.５ Ｈｚ １３８.５ Ｈｚ
１３.０５ １２.０６ １３.０２ １４.１９ １０.５５ １４.４４ ８.２８ １０.７５

　 　 改变横向激励的加载方向ꎬ如图 ７ 所示ꎬ发现加载方

向仅影响到 ｋｄ －ｆ 曲线峰值段的形状ꎬ对横向动刚度总体

的变化趋势并无显著影响ꎮ
改变 ｆｖ 为 ０ｍｍ(无预压缩)和 ７０ｍｍ 的初始状态ꎬ进

行有预应力的模态分析(表 ５)ꎮ 随着 ｆｖ 的增加ꎬ各阶横向

共振频率呈逐渐减小的趋势ꎮ 施加横向激励ꎬ进行频变分

析ꎬ绘制不同 ｆｖ 下的 ｋｄ－ｆ 曲线ꎬ如图 ８ 所示ꎮ
改变激励幅值 ｕｍ 为 １０ｍｍ 和 ２０ｍｍꎬ进行频变分析ꎮ

１３
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发现不同 ｕｍ 下的 ｋｄ－ｆ 曲线高度重合ꎬ即激励幅值并不会

影响弹簧的动刚度特性ꎮ
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图 ７　 不同加载方向横向动刚度随激励频率变化曲线

　 　 表 ５　 不同预压缩量弹簧横向共振频率　 单位:Ｈｚ　

模态
阶数

预压缩 ０ ｍｍ 预压缩 ５０ ｍｍ 预压缩 ７０ ｍｍ
ｘ 轴向 ｙ 轴向 ｘ 轴向 ｙ 轴向 ｘ 轴向 ｙ 轴向

一阶 ２０.９３ ２０.７７ １８.８５ １８.６５ １７.９４ １７.７１
二阶 ８１.２０ ８０.０４ ７８.６３ ７７.２６ ７７.６８ ７６.１５
三阶 １４０.０３ １３７.８９ １３７.９５ １３６.６４ １３７.０５ １３５.１０
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图 ８　 不同预压缩量横向动刚度随激励频率变化曲线

　 　 改变材料的阻尼比为 ０.０３ 和 ０.０４ꎬ得到不同阻尼下

的 ｋｄ－ｆ 曲线ꎬ如图 ９ 所示ꎮ 随着阻尼比的增大ꎬｋｄ 的谷值

呈不断增大ꎬ峰值呈不断减小的趋势ꎬ即提高弹簧材料的

阻尼可显著降低 ｋｄ 的波动幅值ꎮ 在小阻尼的情况下ꎬ阻
尼对共振频率无明显影响ꎬ故阻尼比的改变并不会影响波

峰、波谷所对应的激励频率ꎮ
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图 ９　 不同阻尼比横向动刚度随激励频率变化曲线

３　 结语
为探究等截面圆柱形螺旋压缩弹簧横向静刚度及动

刚度特性ꎬ建立弹簧有限元计算模型ꎮ 静载下ꎬ分析横向

载荷的大小、加载方向及垂向压缩量对横向静刚度的影

响ꎬ修正横向静刚度公式ꎮ 动载下ꎬ依次改变横向激励的

加载方向、激励幅值、垂向预压缩量和弹簧材料的阻尼等

参数ꎬ进行频变分析ꎬ绘制横向动刚度随激励频率变化曲

线ꎬ分析横向动刚度的影响因素ꎮ 结论如下:
１) 静载下ꎬ弹簧所受的横向位移量和垂向压缩量都

会对横向静刚度产生影响ꎬ横向静刚度与横向位移量呈负

指数次的关系ꎬ与垂向压缩量呈线性的关系ꎮ 修正后的横

向静刚度公式可综合考虑上述两个因素ꎬ计算精度和稳定

性都有所提高ꎮ 另外ꎬ横向载荷的加载方向以及螺旋弹簧

上、下两切口平面的相对位置会影响横向静刚度的变化趋

势ꎬ在工程应用中应注意这种影响ꎮ
２) 动载下ꎬ当横向激励频率等于弹簧各阶共振频率

时ꎬ弹簧点刚度急剧下降ꎬ出现谷值ꎻ高于共振频率后ꎬ动
刚度升高出现峰值ꎮ 如此ꎬ随着激励频率的提高ꎬ螺旋弹

簧横向动刚度的谷值、峰值交替出现ꎬ总体呈波动上升的

趋势ꎮ 选用阻尼比较高的弹簧材料可以显著降低横向动

刚度的峰值ꎬ减小波动范围ꎮ 垂向预压缩量及横向位移激

励的幅值对横向动刚度基本没有影响ꎮ
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