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摘　 要:鉴于球面 ３ 自由度并联机器人上角锥具有 ３ 个纯转动自由度ꎬ其运动本质等效于 ３ 自

由度转动陀螺ꎮ 将该机器人构型用于刚体空间定位的执行机构ꎬ推导得到主动关节驱动力矩

表达式ꎬ选取机器人 ３ 个欧拉角为广义坐标ꎬ采用拉格朗日法建立机器人运动微分方程ꎮ 通过

实例将球面 ３ 自由度并联机器人用作跟踪空间目标定位平台的执行机构ꎬ应用 ＭＡＴＬＡＢ 软件

对机器人进行仿真分析ꎬ得到影响机器人主动关节驱动力矩的主要因素ꎬ为机器人动力学性能

分析和控制系统设计提供基础ꎮ
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０　 引言

随着航天技术的发展ꎬ传统的陀螺仪定位导航装置越

来越难以满足复杂环境下的定位跟踪要求ꎬ人们开始考虑

将高灵活性的并联机器人技术应用其中ꎬ但其复杂的机构

学特征使得机器人动力学层面的问题变得异常复杂ꎬ学者

们对此提出了多种不同的方法来分析不同构型下机器人

的动力学问题ꎮ 鲁开讲等[１]利用 Ｋａｎｅ 法得到平面 ３ 自由

度并联机构动力学方程ꎮ 李永泉等[２] 结合拉格朗日方程

和键合图法建立了 ２－ＤＯＦ 冗余驱动并联机器人动力学模

型ꎮ 柳贺等[３]通过计算机器人力矩输出的前馈值ꎬ使得

机器人转矩输出实现稳态调整ꎮ 王中双等[４] 利用向量键

合图法对空间并联机器人进行了动力学分析ꎮ 刘凉等[５]

利用自然坐标法和绝对节点坐标法构建了 ３－ＲＲＲＵ 并联

机器人的正、逆动力学模型ꎮ ＭＡＺＡＲＥ Ｍ[６]利用拉格朗日法

推导了 ３自由度并联机器人的动力学模型ꎮ ＳＴＡＩＣＵ Ｓ[７] 基

于虚功原理和拉格朗日乘子法建立了 ６－６ Ｓｔｅｗａｒｔ 机构的

逆动力学方程ꎮ ＥＮＦＥＲＡＤＩ Ｊ 等[８] 基于虚功原理和螺旋

理论ꎬ得到了 ３－ＲＲＣＰ 的动力学方程ꎮ ＺＨＡＮＧ Ｂ 等[９] 利用

虚功原理ꎬ建立了 ３ － ＰＲＲＵ 并联机构的动力学模型ꎮ
ＳＨＡＲＩＦＺＡＤＥＨ Ｍ 等 [１０]采用输入输出黑盒辨识技术提出了

一种多项式回归的逆动力学模型ꎮ 本文将球面 ３ 自由度并

联机器人用于 ３ 自由度陀螺平台定位的执行机构ꎬ采用拉

格朗日法建立机器人运动微分方程ꎬ导出主动关节驱动力

矩的表达式ꎬ得到影响机器人主动关节驱动力矩的主要因

素ꎬ为机器人动力学性能分析和控制系统设计打下基础ꎮ

１　 机器人速度分析

空间球面 ３ 自由度并联机器人上、下角锥均为正三棱

锥ꎮ 如图 １ 所示ꎬ它们之间通过 ３ 条相同的 ３ 转动副运动

链连接ꎬ机器人全部转动副的轴线汇交于一点 Ｏꎬ上角锥
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可实现绕 Ｏ 的定点转动ꎮ 取参考坐标系 Ｏ－ｉ１ ｉ２ ｉ３ꎬ基矢量

ｉ３垂直于下角锥底面 Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ꎬ基矢量 ｉ１的方向由 ｂ１×ｉ３ 确

定ꎮ 在上角锥固连动坐标系 Ｏ－ｅ１ｅ２ｅ３ꎬ基矢量 ｅ３垂直于

上角锥底面 Ｖ１ Ｖ２ Ｖ３ꎬ基矢量 ｅ１的方向由 ｖ１×ｅ３ 确定ꎮ
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图 １　 球面 ３ 自由度并联机器人

机器人上、下角锥之间的旋转变换采用 ３ 个欧拉角描

述ꎬ并取为系统广义坐标ꎬ上角锥在参考坐标系的角速度为

ωＨ ＝ψ

ｉ３＋φ


ｐ＋δ


ｅ３ ＝ＧＩ

ψ


φ


δ


é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
０ ｃｏｓψ ｓｉｎψｓｉｎφ
０ ｓｉｎψ －ｃｏｓψｓｉｎφ
１ ０ ｃｏｓφ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ψ


φ


δ


é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１)
式中:ｉ３、ｐ、ｅ３ 为欧拉变换瞬时旋转轴方向的单位矢量ꎻψ、
φ、δ 为欧拉角ꎬ即系统广义坐标ꎮ

利用影响系数法[１１]建立各分支关节运动角速度对上

角锥转动角速度的影响关系:
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式中:ｒ 为机器人分支序号ꎬｒ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻｂ、ｗ、ｖ 为依次为下

角锥到上角锥转动副轴线的单位矢量ꎻϕ


( ｒ) 为关节相对角
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机器人的分支中ꎬ第一个转动副是主动关节ꎬ从上式

中将 ３ 个主动关节的方程分别取出并合写成矩阵形式
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式中:Ｇϕ
Ｈ
(１)
１ꎬ: 的下标“１ꎬ:”表示矩阵第 １ 行构成的行向量ꎻｑ



为主动关节速度ꎻＧｑ
Ｈ 为机器人输入输出速度传递矩阵ꎬ即

雅克比矩阵ꎮ

２　 系统动能的计算

２.１　 主动连杆动能计算

机器人主动杆一端与下角锥以转动关节相连ꎬ所以主

动杆的运动是绕 ｂｒ定轴转动ꎬ绝对角速度矢量
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式中 Ｉｂｒ为主动连杆绕瞬时角速度矢量轴的转动惯量ꎻα１

为 ａｒｃ(ＢｒꎬＷｒ)对应的圆心角ꎻρ 为主动杆线密度ꎬ单位为

ｋｇ / ｍꎮ

２.２　 从动杆动能计算

在连杆上建立局部坐标系 Ｏ－ｘ′ｙ′ｚ′ꎬ如图 ２ 所示ꎮ
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图 ２　 机器人从动杆

ｘ′轴的方向与关节轴线 ｗｒ的方向一致ꎬｙ′轴取在从动

连杆所在平面ꎬｚ′轴的方向垂直于连杆所在的平面ꎮ 从动

连杆随主动杆转动ꎬ同时又绕 ｗｒ 轴转动ꎬ其绝对角速度

矢量
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从动杆的运动可看作是绕瞬时角速度矢量轴的瞬时

转动ꎬ其动能
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式中:Ｉａｒ为从动连杆绕瞬时角速度矢量轴的转动惯量ꎻα２

为 ａｒｃ(ＷｒꎬＶｒ)对应的圆心角ꎻρ 为从动杆线密度ꎮ

２.３　 上角锥动能计算

在机器人上角锥建立直角坐标系ꎬ坐标轴方向与动坐

标系 Ｏ－ｅ１ｅ２ｅ３一致ꎮ 上角锥速度以欧拉角的形式给出ꎬ将
其投影在动坐标系中:
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上角锥的运动可看作是绕瞬时角速度轴的瞬时转动ꎬ
其动能
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３ ３ρ２ ｔａｎ２γ(ｔａｎ２γ＋８)ｃｏｓ５γ
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) ２

１６０
(９)

式中:Ｉｓ 为上角锥绕瞬时角速度矢量轴的转动惯量ꎻ ρ２ 为

下角锥的体积密度ꎮ
由上述计算可知系统动能具有如下形式ꎬ它是广义坐

标、广义速度及时间的函数ꎮ

Ｔ ＝∑
３

ｒ ＝ １
(Ｔａｒ＋ Ｔｂｒ) ＋ Ｔｓ  Ｔ(ψꎬφꎬδꎬψ


ꎬφ

ꎬδ

ꎬｔ)  Ｔ(ｘꎬｘ


ꎬｔ)

(１０)

３　 系统运动微分方程

将式(１０)代入拉格朗日第二类动力学方程ꎬ可得机

器人运动微分方程
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式中:ｘｉ、 ｘ


ｉ 分别为第 ｉ 个广义坐标和广义速度ꎻ ｘ ＝
ψꎬφꎬδ[ ] ꎻＱｉ 为对应于第 ｉ 个广义坐标的广义力ꎮ
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式中:Ｍ为系统惯性矩阵ꎬＭ∈Ｒ３×３ꎻＨ∈Ｒ３×３×３ꎻＨ′∈Ｒ３×３×３ꎬ其

维数分别对应于 ｋ、 ｊ、ｉꎬ ｉꎬｊꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻＭｉｊ ＝
∂２Ｔ(ｘꎬｘ


ꎬｔ)
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ｉ∂ｘ


ｊ

ꎻＨ(ｉ)
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ꎮ

由于机器人的运动只能实现上角锥绕下角锥的定点

转动ꎬ所以在转动过程中系统只传递转矩ꎮ 根据虚位移原

理ꎬ主动关节驱动力矩做的元功ꎮ
δＷ＝τＴδϕ( ｒ)

１ －Ｆ (ｘ) Ｔδｘ＝τＴＧｑ
Ｈδｘ－Ｆ (ｘ) ＴδｘＱＴδｘ

(１２)
式中:τ为主动关节驱动力矩ꎬτ＝ τ１ τ２ τ３[ ] Ｔꎻδϕ( ｒ)

１ 为

主动关节的虚位移ꎻＦ 为系统重力项ꎮ
由上式可求得广义力 Ｑ:

Ｑ＝Ｇｑ
Ｈ
Ｔτ－Ｆ (ｘ) Ｔ (１３)

将以上结果代入式 (１１)ꎬ得机器人系统运动微分

方程

Ｍ(ｘ) ｘ


＋ｘ


Ｔ Ｈ(ｘ

ꎬｘ)－Ｈ′(ｘ


ꎬｘ)[ ] ｘ


＋Ｆ(ｘ)＝ Ｇｑ

Ｈ
Ｔτ
(１４)

当 Ｇｑ
Ｈ 非奇异时ꎬ得到关节驱动力矩

τ＝Ｇｑ
Ｈ
Ｔ (－１) Ｍ(ｘ) ｘ


＋ｘ


Ｔ Ｈ(ｘ


ꎬｘ)－Ｈ′(ｘ


ꎬｘ)[ ] ｘ


＋Ｆ(ｘ){ }

(１５)

４　 应用实例

在刚体定位控制问题中ꎬ一般采用对应于欧拉角顺序

的 ３ 自由度陀螺平台进行定位ꎬ结合球面 ３－ＲＲＲ 并联机器

人上平台 ３ 维转动的结构特点ꎬ将陀螺平台附加在球面机

器人上ꎬ如图 ３ 所示ꎮ 该执行机构可以在空间目标移动的

过程中ꎬ控制陀螺平台搜索目标信号ꎬ对陀螺的姿态进行稳

定补偿ꎬ使陀螺平台实时跟踪空间目标ꎮ 在陀螺平台转动

轴上安装传感器 ＡＨ５００ꎬ此传感器是基于三轴磁力计、三轴

陀螺仪以及三轴加速度计进行设计的稳定跟踪传感器ꎮ 三

轴磁力计可测量出空间目标的方位角ꎻ加速度计可测量单

轴的线加速度ꎬ经过双目测距原理ꎬ得出目标在陀螺仪坐标

系的向径ꎬ进而可将运动目标的线加速度转化为陀螺仪的

角加速度ꎻ陀螺仪可测量出空间目标的角速度ꎮ 通过数据

融合ꎬ系统可以实时地输出空间目标的进动角、章动角、自
转角及其角速度、加速度等数据ꎬ输出的进动角 ψ、章动角

φ、自转角 δ 可作为球面机器人的 ３ 个广义坐标ꎮ

δ

图 ３　 基于球面 ３ 自由度并联

机器人的空间定位执行机构

选取并联机器人结构参数如下ꎬ上、下角锥的锥半角

分别为 γ＝ ３０°、 β＝ ４５°ꎻ连杆 ＢｒＷｒ和ＷｒＶｒ的圆心角分别为

α１ ＝ ９０°、 α２ ＝ ９０°ꎮ 给定机构上角锥的运动规律 ψ ＝
０.５６ ｓｉｎ(１.２ｔ－ ５９. ９)ꎬφ ＝ － ０. ４ ｃｏｓ(０. ４ｔ－ ２０)ꎬ δ ＝ － ０. ３６
ｓｉｎ(０.６ｔ－３０) ꎬｔ＝[０ꎬ６.５] ｓꎮ
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电气与自动化 张林ꎬ等基于球面并联机器人空间定位技术的动力学控制研究

对于给定的上角锥运动ꎬ由式(４)求得主动关节角速

度的变化历程ꎬ如图 ４ 所示ꎬ角速度曲线光滑连续表明机

器人具有较好的运动传递性ꎮ 由式(１５)可知ꎬ主动关节

的驱动力由加速度项、速度项和重力项 ３ 部分组成ꎮ １ 个

运动周期内ꎬ主动关节加速度项和速度项引起驱动力矩的

变化曲线分别如图 ５、图 ６ 所示ꎮ 为了清楚加速度项与速

度项对驱动力的影响程度ꎬ图 ７ 给出了上角锥在 １ 个运动

周期内主动关节驱动力矩的总体变化曲线ꎮ 对比图 ５－图
７ 可看出影响驱动力大小的主要因素是加速度项和速度

项ꎬ而重力项影响很小ꎮ 本文按照预订的定位轨迹ꎬ计算

出主动关节的力矩作为控制量ꎬ是一种动力学层面上的开

环控制ꎬ如果系统存在不确定因素和随机扰动ꎬ就必须建

立带有反馈环路的闭环控制ꎬ以抑制不确定性因素和扰动

引起的定位误差ꎮ
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图 ４　 机器人主动关节转动角速度
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图 ５　 加速度项对驱动力矩的影响
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图 ６　 速度项对驱动力矩的影响

５　 结语

１)选取机器人 ３ 个欧拉角为广义坐标ꎬ采用拉格朗日

法从机械能的观点出发导出了机器人转动构件动能计算
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图 ７　 机器人主动关节驱动力矩

式ꎬ建立了机器人运动微分方程ꎬ避免在约束方程出现较

为复杂的众多约束力和约束力偶ꎬ并且所得方程易于转化

为形式简单的状态方程ꎬ便于机器人动力学性能分析和控

制系统设计ꎮ
２)以球面 ３ 自由度并联机器人在目标跟踪问题的应

用为例ꎬ设计出执行机构姿态角检测方案ꎬ以目标对象的

姿态角为输入量ꎬ得到施加于机器人主动关节的驱动力

矩ꎮ 仿真结果表明ꎬ影响驱动力大小的主要因素是加速度

项和速度项ꎬ而重力项影响很小ꎮ
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