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摘　 要:运用 ＭＡＴＬＡＢ 软件的符号函数工具箱ꎬ编写了用于计算平面任意多连杆机器人动力学

方程的程序ꎬ以七连杆机器人为例ꎬ计算得出七连杆机器人的动力学公式ꎬ并作了数值仿真ꎮ
该方法简便、高效ꎬ与现代计算机技术的发展契合ꎬ可以实现任意多连杆平面机器人的建模ꎬ也
为后续的机器人控制提供了参考依据ꎮ
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０　 引言

机器人广泛应用于医疗器械、汽车工业、建筑工程以

及石油工业ꎮ 工业机器人是一个复杂的动力学系统ꎬ它由

多个关节和多个连杆组成ꎬ具有多个输入和多个输出ꎬ连
杆之间存在着非线性耦合关系ꎮ 研究机器人动力学是为

了实现高精度的实时控制ꎬ以完成高质量的生产过程ꎮ 因

此ꎬ是否可以准确高效地获得机器人的动力学方程是非常

必要的ꎮ 而在一些领域对平面多连杆机器人有着特殊需

求ꎮ 平面连杆机器人连杆数量的增加可以提高使用的灵

活性ꎮ 当连杆的数量增加时ꎬ机器人的动力学建模将是非

常繁琐的过程ꎮ 众多文献对机器人连杆或通过函数求解

运动方程ꎬ或三维软件建模以及获得动力学方程ꎬ但是随

着连杆数量的增加ꎬ求解耗时多ꎬ且容易出错ꎻ运动仿真的

精度有待验证ꎮ
本文使用 ＭＡＴＬＡＢ 使得多连杆机器人的动力学建

模得到简化ꎬ可以实现任意多连杆平面机器人的建模ꎮ
以七连杆机器人的建模过程验证本程序的正确性ꎮ 本程

序亦可用于关节有驱动力时ꎬ连杆机器人末端轨迹的

仿真ꎮ

１　 多连杆机器人的建模
本文使用拉格朗日法对连杆机器人进行动力学建模ꎮ

为了获得各连杆的位置ꎬ需要首先知道 Ｄ－Ｈ 附体坐标系

的矩阵表示方法ꎮ
连杆的变换矩阵为:
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其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
式中:αｉ 为连杆扭转角ꎻａｉ 为连杆长度ꎻｄｉ 为连杆偏移量ꎻ
θｉ 为关节转角ꎮ

由式(１)可以知道任意连杆相对于基础坐标的位置ꎮ
连杆机器人简图如图 １ 所示ꎮ 有 ｎ 个连杆的机器人

有 ｎ 个自由度ꎬ每个连杆有 １ 个自由度ꎮ 机器人动力学方

程的一般公式表示如下ꎮ
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图 １　 连杆机器人简图
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式中:ｑｉ 为广义坐标ꎻｑ􀅰ｉ 为广义速度ꎻτｉ 用在第 ｉ 标上的广

义力或广义力矩ꎻｎ 为连杆的数目ꎻｔｒａｃｅ表示矩阵的迹ꎬ即
方阵对角线所有元素的和ꎻｇ ＝ [ｇｘ 　 ｇｙ 　 ｇｚ 　 ０]ꎬ为茎坐

标系下重力的分量ꎻｉｒｉ ＝[ ｉｘｉ 　 ｉｙｉ 　 ｉ ｚｉ 　 １] Ｔ 是连杆 ｉ 的质

心在其附体坐标系中的位置ꎮ 公式中的其他项说明如下:
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在编写相关的程序时ꎬ直接引用了上述的推导结果ꎮ
上式中ꎬ第一部分是角加速度惯量项ꎬ第二部分是驱动器

惯量项ꎬ第三部分是科里奥利力和向心力ꎬ最后是重力项ꎮ
惯量项和重力项对于机器人系统的稳定性和定位精度至

关重要ꎮ 向心力和科力奥利力在机器人低速运动时可以

忽略ꎬ但在机器人高速运动时ꎬ其作用非常重要ꎮ

２　 动力学建模

２.１　 七连杆机器人的动力学模型

连杆 １ 的质心在基础坐标系Ｏｘ１ｙ１ ｚ１ 的坐标为[０ ０ ０ １]ꎬ

连杆 ２ 的质心在坐标系Ｏｘ２ｙ２ ｚ２ 的坐标为 －
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连杆 ３ 的质心在坐标系Ｏｘ３ｙ３ ｚ３ 下的坐标为 －
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相应 连 杆 ｎ 的 质 心 在 坐 标 系 Ｏｘｎｙｎ ｚｎ 下 的 坐 标 为

－
ａｎ

２ ０ ０ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 其中 ａ１、ａ２、􀆺、ａｎ 分别是 ｎ 个连杆的长

度ꎮ 另外ꎬ基础坐标系下重力的分量为[０ ０ －ｇ ０]ꎮ
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其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
由于ꎬ本文针对的是平面连杆机器人ꎬ故式 (１) 中

αｉ ＝ ０ꎬｄｉ ＝ ０ꎬ变换矩阵写为
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第 ｉ 的伪惯量矩阵为:
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式中:ＩＮｉ 是第 ｉ 个连杆相对于坐标系Ｏｘｉｙｉ ｚｉ 的转动惯量ꎮ
这里假设机器人的连杆是均匀的细直杆ꎬ则
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一般连杆机器人的动力学公式写为如下的矩阵形

式[９] :
Ｈ(ｑ) ｑ􀅰􀅰＋Ｃ(ｑꎬｑ􀅰)＋Ｇ(ｑ)＝ τ (９)

其中:Ｈ( ｑ) 是对称正定矩阵ꎻτ 是关节处的驱动力矩ꎻ

Ｇ(ｑ)是重力ꎻＣ(ｑꎬｑ􀅰)是科奥氏力和离心力ꎮ
七连杆机器人的动力学公式可以写为下式:
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２.２　 程序设计

在这里需要做出补充说明ꎬ本文的连杆机器人动力学

建模程序只针对基座固定的机器人而言ꎮ 而且本程序目

前只适用于平面串联圆柱关节机器人ꎮ
ＭＡＴＬＡＢ 强大的符号工具箱是本文所述内容得以实

现的根本原因ꎮ 程序的编写主要参照了上述连杆机器人

普遍动力学公式的推导过程ꎮ 下文将会围绕程序的核心

部分进行说明ꎮ 程序中较多的使用元胞数组ꎬ 这是

ＭＡＴＬＡＢ 特有的数据结构ꎮ 得益于计算机技术的提升ꎬ这
种数据结构使得计算的过程简化ꎬ代码的逻辑易读ꎬ尽管

元胞数组会额外增加计算机内存的使用ꎮ
在系统动力学的推导过程中ꎬ并没有考虑关节处的驱

动机构的转动惯量ꎬ且没有考虑关节处的摩擦力ꎮ 当然ꎬ
程序中添加计算驱动装置的转动惯量和摩擦力是非常易

于实现的ꎮ 其次ꎬ计算出的动力学公式ꎬ仅需极小的改动

即可应用于其他语言的仿真程序中ꎮ 例如可以直接将计

算结果粘贴到 Ｃ 语言中ꎬ进行运动的仿真ꎮ
主程序调用的子函数中最重要的输入变量是连杆之

间的附体坐标变换矩阵ꎮ 为了简化程序的实现过程ꎬ将连

杆变换矩阵存储在元胞数组中ꎮ 本计算方法的实现完全

依照式(３)、式(４)ꎬ难点在于附体坐标系相对于基坐标系

的变换矩阵以及中间变换矩阵的获得ꎮ 设需要建立的机

器人的连杆数是 ｎｕｍꎬ预先建立 ｎｕｍ＋１ 阶的元胞数组 Ｔꎮ
元胞数组 Ｔ{ ｉꎬｉ}储存的是单位矩阵ꎬＴ{ ｉꎬｉ＋１}储存的是第

ｉ 个连杆的变换矩阵ꎮ 为获得坐标系之间的变换矩阵ꎬ引
入如下的算法ꎮ 限于篇幅ꎬ这里只摘录部分关键代码ꎮ

ｆｏｒ ｉｉ ＝ １:ｎｕｍ＋１
ｆｏｒ ｊｊ ＝ １:ｎｕｍ＋１
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ｉｆ(( ｉｉ＋１)＝ ＝ ｊｊ) ｜｜ ( ｉｉ> ＝ ｊｊ)
ｃｏｎｔｉｎｕｅꎻ
ｅｌｓｅ
　 　 　 　 　 　 Ｔ＿ｔｅｍｐ＝ｓｙｍ(ｅｙｅ(４))ꎻ
　 　 　 　 　 　 ｎ＿ｔｅｍｐ＝ ｊｊ－ｉｉꎻ　 　
ｆｏｒ ｋｋ＝ １:ｎ＿ｔｅｍｐ
Ｔ＿ｔｅｍｐ＝Ｔ＿ｔｅｍｐ∗Ｔ{ｉｉ＋ｋｋ－１ꎬｉｉ＋ｋｋ}ꎻ
ｅｎｄ
　 　 　 　 　 　 Ｔ{ ｉｉꎬｊｊ} ＝Ｔ＿ｔｅｍｐꎻ
ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｅｎｄ
其中的元胞数组 Ｔ 即是所求ꎬ后续的计算过程主要围

绕该数组的读取及应用ꎮ

２.３　 动力学方程

通过调用相关的程序ꎬ即可得出相关的结果ꎮ 由于系

数矩阵的结构非常复杂ꎬ限于篇幅ꎬ只将其中的一部分摘

录如下:

Ｄ４２ ＝
１
３
ｍ４ａ２

４＋ｍ５ａ２
４＋ｍ６ａ２

４＋
１
３
ｍ５ａ２

５＋ｍ７ａ２
４＋ｍ６ａ２

５＋

ｍ７ａ２
５＋

１
３
ｍ６ａ２

６＋ｍ７ａ２
６＋

１
３
ｍ７ａ２

７＋

１
２
ｍ６ａ２ａ６ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)＋ｍ７ａ２ａ６ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)＋

１
２
ｍ７ａ３ａ７ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５＋ｑ６＋ｑ７)＋

１
２
ｍ４ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋

ｍ５ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋ｍ６ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋ｍ７ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋
１
２
ｍ５ａ３ａ５ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５)＋ｍ６ａ３ａ５ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５)＋ｍ７ａ３ａ５ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５)＋

ｍ６ａ４ａ６ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６)＋２ｍ７ａ４ａ６ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６)＋ｍ７ａ５ａ７ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６)＋
ｍ５ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋ｍ６ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋ｍ７ａ２ａ４ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４)＋
１
２
ｍ４ａ３ａ４ｃｏｓ(ｑ４)＋ｍ５ａ３ａ４ｃｏｓ(ｑ４)＋ｍ６ａ３ａ４ｃｏｓ(ｑ４)＋

ｍ７ａ３ａ４ｃｏｓ(ｑ４)＋ｍ５ａ４ａ５ｃｏｓ(ｑ５)＋２ｍ６ａ４ａ５ｃｏｓ(ｑ５)＋
２ｍ７ａ４ａ５ｃｏｓ(ｑ５)＋ｍ６ａ５ａ６ｃｏｓ(ｑ６)＋２ｍ７ａ５ａ６ｃｏｓ(ｑ６)＋
ｍ７ａ３ａ４ｃｏｓ(ｑ４)＋ｍ５ａ４ａ５ｃｏｓ(ｑ５)＋２ｍ６ａ４ａ５ｃｏｓ(ｑ５)＋

ｍ７ａ６ａ７ｃｏｓ(ｑ７)＋
１
２
ｍ７ａ２ａ７ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５＋ｑ６＋ｑ７)＋

１
２
ｍ５ａ２ａ５ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５)＋ｍ６ａ２ａ５ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５)＋

ｍ７ａ２ａ５ｃｏｓ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５)＋
１
２
ｍ６ａ３ａ６ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)＋

ｍ７ａ３ａ６ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)＋ｍ７ａ４ａ７ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６＋ｑ７)ꎻ

Ｄ５３ ＝
１
３
ｍ６ａ２

５＋ｍ６ａ２
５＋ｍ７ａ２

５＋
１
３
ｍ６ａ２

６＋ｍ７ａ２
６＋

１
３
ｍ７ａ２

７＋

１
２
ｍ７ａ３ａ７ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５＋ｑ６＋ｑ７)＋

１
２
ｍ５ａ３ａ５ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５)＋

ｍ６ａ３ａ５ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５)＋ｍ７ａ３ａ５ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５)＋
１
２
ｍ６ａ４ａ６ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６)＋

ｍ７ａ４ａ６ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６)＋ｍ７ａ５ａ７ｃｏｓ(ｑ６＋ｑ７)＋
１
２
ｍ５ａ４ａ５ｃｏｓ(ｑ５)＋

ｍ６ａ４ａ５ｃｏｓ ( ｑ５ ) ＋ ｍ７ａ４ａ５ｃｏｓ ( ｑ５ ) ＋ ｍ６ａ５ａ６ｃｏｓ ( ｑ６ ) ＋
２ｍ７ａ５ａ６ｃｏｓ(ｑ６)＋ｍ７ａ６ａ７ｃｏｓ(ｑ７)＋
１
２
ｍ６ａ３ａ６ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)＋ｍ７ａ３ａ６ｃｏｓ(ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)＋

１
２
ｍ７ａ４ａ７ｃｏｓ(ｑ５＋ｑ６＋ｑ７)ꎻ

Ｄ２６３ ＝ － １
２
ｍ６ａ２ａ６ｓｉｎ(ｑ３＋ｑ４＋ｑ５＋ｑ６)

由以上公式可知ꎬ七连杆机器人的动力学公式是极其

复杂的非线性公式ꎮ

３　 数值仿真
动力学仿真主要用于验证计算方法的正确性ꎬ若动力

学模型有误ꎬ则仿真结果也将产生误差ꎬ一般而言会使计

算的结果发散ꎮ 以 ２.１ 节中七连杆机器人为例ꎬ在各关节

处施加正弦力矩信号ꎬ得到了七连杆机器人的运动轨迹

图ꎬ如图 ２－图 ３ 所示(本刊黑白印刷ꎬ相关疑问咨询作

者)ꎮ 为了使从动力学模型到仿真的计算过程更加便利ꎬ
本文依然借助于 ＭＡＴＬＡＢ 来实现建模和仿真的无缝衔

接ꎮ 具体而言ꎬ就是将得到的符号函数转换为函数句柄ꎬ
这个过程是通过 ＭＡＴＬＡＢ 自带的函数完成的ꎬ即使用

ＭＡＴＬＡＢ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ( ｓｙｍｓｔｒｉｎｇ) 函数ꎬ其中函数的输入为

ｓｙｍｓｔｒｉｎｇ 是符号函数表达式ꎮ 这样做会增加仿真过程的

耗时ꎬ但是考虑到计算的总时长较短ꎬ而且这种方法不会

发生誊录公式时易发生的错误ꎮ 常微分方程组的数值解

使用的是定步长四阶龙格库塔法ꎮ 设机器人各连杆的长

度都为 １.０ ｍꎬ质量为 ２ ｋｇꎬ各关节处的转矩幅值均为 ２０
Ｎ􀅰ｍꎮ 计算的步长为 ０.００１ ｓꎬ仿真的时间为 １ ｓꎮ
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图 ２　 角位移

1.5

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0

-1.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

>
E
�
�	S
BE
�T



�K�T

0��7
0��7
0��7
0��7
0��7
0��7
0��7

1
2
3
4
5
6
7

1

2

3 4 5 6
7

图 ３　 角速度

由于七连杆机器人的动力学模型非常复杂ꎬ因此仿真

的时间较短ꎮ 从图 ２、图 ３ 中可以看出ꎬ七连杆机器人的

角位移、角速度的变化均较为剧烈ꎬ但都呈现出连续的曲

(下转第 １２４ 页)
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图 ６　 ４ 路 ＰＷＭ 信号波形图
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图 ７　 驱动 ＳｉＣ ＭＯＳＦＥＴ 所需交流信号波形图

实时控制 ＳｉＣ ＭＯＳＦＥＴ 栅源驱动信号ꎬ从而实现对 ＳｉＣ
ＭＯＳＦＥＴ 开通和关断的实时调控ꎮ
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线形式ꎮ 图 ４ 是机器人是动作姿态ꎮ 在整个时间历程中ꎬ
等时间间隔地选取其中 ５ 个时间节点的动作姿态ꎮ 可知

末端连杆的位形改变得较大ꎬ机器人整体呈现竖直的趋

势ꎬ这是因为关节力矩不足以抵消重力的影响所导致的ꎬ
因而整体有向下运动的趋势ꎮ
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图 ４　 连杆的动作姿态

４　 结语
由七连杆机器人的动力学仿真可知ꎬ在 ２ 连杆、３ 连

杆情况下推导出的结果与一般方法的动力学方程完全一

致ꎬ可知在多连杆的情况下本方法也是正确的ꎮ 本方法未

考虑连杆之间的内力ꎬ简化了推导的过程ꎬ提高了推导的

效率和正确性ꎮ 本方法对后续、复杂的、有平移关节和球

关节组成的空间型机器人的动力学推导有一定的借鉴意

义ꎻ也对平面开链多连杆柔性机器人的动力学建模有借鉴

意义ꎮ
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