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摘　 要:为解决大型复杂结构上的载荷识别问题ꎬ提出了一种基于子结构减缩技术和

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化的载荷识别方法ꎬ将模型减缩技术中的子结构分析方法应用于动态响应

的求解ꎬ基于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化来解决载荷识别过程中的不适定性问题ꎮ 通过对比例车体

模型的数值仿真分析ꎬ并与传统的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法进行对比ꎬ其结果表明:该方法不仅能

准确识别作用在比例车体上多种形式载荷ꎬ而且其抗噪性和鲁棒性均明显优于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则

化方法ꎮ
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０　 引言

载荷识别在机械动态结构的健康监控、可靠性分析和

故障诊断中都起着至关重要的作用[１] ꎮ 然而ꎬ在许多工

程实践中ꎬ例如风机叶片上的风力载荷、飞机上的空气动

载荷、铁路轨道和车轮之间的相互作用力等ꎬ这些载荷由

于技术或经济的限制直接进行测量是很困难的ꎬ甚至是不

可能的ꎮ 所以ꎬ利用载荷识别技术来反求载荷的时间历程

和位置是非常有必要的ꎮ
在过去的几十年里ꎬ动态载荷识别问题已经得到了广

泛的研究ꎮ 提出的方法中主要包含频域方法[２－７] 和时域

方法[８－１３]两种ꎮ 与频域方法相比ꎬ时域方法可以识别包括

冲击载荷在内的各种载荷ꎬ识别结果具有明确的物理意

义ꎮ 时域方法在工程中具有良好的应用前景ꎮ
载荷识别作为结构动力学中第二类逆问题ꎬ具有典型

的不适定性ꎬ无论是对于频域方法还是时域方法ꎬ都需要

正则化技术来找到准确的解决方案ꎮ 目前ꎬ常用的正则化

方法有截断奇异值分解(ＴＳＶＤ)、Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化和迭代

正则化方法[１４－１７] ꎮ
上述的载荷识别方法基本上都是关于简单的梁和板

上所作用载荷的识别ꎮ 但关于复杂大型结构的载荷识别

研究较少ꎮ 本文在文献[１８]的基础上ꎬ利用 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
迭代正则化求解反问题ꎬ以提高载荷识别的精度以及抗

噪性ꎬ并利用模型减缩技术中的子结构分析ꎬ对大型有限

元结构进行降阶处理ꎬ得到其子结构模型ꎬ在保证响应计

算精度的同时ꎬ极大地缩短求解时间ꎬ提高计算效率ꎮ
另外ꎬ目前载荷识别在铁道车辆中的运用主要集中在

轮轨力上的识别[１９] ꎬ而关于车体表面动态载荷的识别研

究还基本处于空白ꎮ 本文利用提出的子结构技术与

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化来识别比例车体有限元模型上的

载荷ꎮ
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１　 载荷识别原理

１.１　 正问题模型的建立

具有 ｎ 自由度的比例阻尼系统的动力学方程为

Ｍ ｙ


( ｔ)＋Ｃｙ

( ｔ)＋Ｋｙ( ｔ)＝ Ｆ( ｔ) (１)

式中:Ｍ、Ｃ、Ｋ 分别为总体质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩

阵ꎻＦ( ｔ)为载荷向量ꎻｙ( ｔ)、ｙ

( ｔ)ꎬ ｙ


( ｔ) 分别为位移、速度

和加速度响应向量ꎮ
假定系统对单位脉冲的响应ꎬ即由载荷作用点到响应

测量点的 Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｇ( ｔ)ꎬ则根据叠加原理ꎬ系统所受外

载荷所引起的动态响应为

ｆ( ｔ) ＝ ∫ｔ
０
ｆ(τ)Ｇ( ｔ － τ)ｄτ (２)

考虑零初始条件系统ꎬ将上式卷积积分以 Δ( ｔ)为离

散的采样时间间隔ꎬｍ 为采样点数ꎬ离散为一组线性方程

组ꎬ其矩阵形式表示如下:
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Δｔ (３)

进一步ꎬ式(３)可以简单表示为

Ｙ＝ＧＦ (４)
其中:ｙｉ、Ｇｉ、 ｆｉ分别为 ｔ＝ ｉ△( ｔ)的响应、Ｇｒｅｅｎ 函数和待求

的外载荷ꎻＧ 为下三角矩阵ꎬ是由有限元求解得到的 Ｇｒｅｅｎ
脉冲核函数响应建立的ꎮ

当响应中含有噪声时ꎬ通过方程式(４)求解外部载荷

就变成一个病态的、不适定问题ꎬ就需要正则化技术解决

这类病态问题ꎮ

１.２　 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法

考虑抽象的算子方程:
Ａｘ＝ ｙ (５)

其中 Ａ:Ｘ→Ｙ 为有界线性算子ꎬＸ 和 Ｙ 均为可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ
空间ꎮ

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代法的迭代格式为

ｘｋ ＝ｘｋ－１＋ｗＡ∗(ｙ－Ａｘｋ－１) (６)
其中 ０<ｗ≤１ / Ａ ２ 为松弛因子ꎮ 实际测试中ꎬ由于测量

误差和噪声的影响ꎬ记带有误差的响应为 ｙδꎬ则方程式

(４)的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化解为

ｆｋ ＝ ｆｋ－１＋ｗ ＧＴ(ｙ－Ｇｆｋ－１) (７)
式中的 ｋ 与式(６)中的一样为迭代次数ꎬ发挥着正则化参

数的作用ꎮ 初始解向量ｆ０ 可设置为ｆ０ ＝ ０ꎮ

１.３　 子结构分析方法

在利用上述迭代方法进行载荷识别时ꎬ需要计算有限

元仿真系统的动响应ꎮ 对于大型复杂的结构ꎬ其有限元模

型的网格质量决定了仿真的精度ꎬ而越密的网格会导致求

解动响应的时间也就越长ꎬ有时候甚至求解困难ꎮ 采用子

结构法将大型复杂结构按照一定的原则划分成若干个子

结构ꎬ先将每一个子结构减缩为很少自由度的模型ꎬ然后

根据各子结构之间关系ꎬ组装得到整体结构的动态特性ꎮ
本文采用的子结构分析方法属于模型减缩技术中的一种ꎮ

子结构法就是将一组单元用矩阵凝聚为一个超单元

的过程ꎮ 系统的运动平衡方程为

Ｍｕ＋Ｃｕ＋Ｋｕ＝Ｆ (８)
将 ｕ 分为主自由度ｕｓ 和从自由度ｕｃ 两部分ꎬ并令

ｕ＝Ｔｕｓ (９)
其中 Ｔ 为转换矩阵ꎮ

采用 Ｇｕｙａｎ 缩减方法ꎬ将相同的转换矩阵 Ｔ 扩展到

式(８)中的质量矩阵和阻尼矩阵ꎬ即
Ｍｓ ＝Ｔ

ＴＭＴꎬＣｓ ＝Ｔ
ＴＣＴ (１０)

新的平衡方程变为

Ｍｓ ｕ


ｓ＋Ｃｓｕ

ｓ＋Ｋｓｕｓ ＝Ｆｓ (１１)

此时自由度数缩减为主自由度数ꎮ

２　 数值算例

为了验证上述 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化识别的准确性、
抗干扰性以及子结构分析技术对识别过程中计算效率改

善的正确性ꎬ选择大型复杂的比例车体结构作为数值仿真

模型ꎮ 在 ＡＮＳＹＳ 中建立如图 １ 所示的有限元模型ꎬ主体

结构采用 ｓｈｅｌｌ６３ 板壳单元进行离散化网格划分ꎬ该比例

车体模型是相对高速列车 １ ∶ ８ 的简化模型ꎬ长×宽×高为

３ ０２２ ｍｍ×４０７ ｍｍ×３５０.８ ｍｍꎬ模型材料为铝合金ꎬ即弹性

模量 Ｅ＝ ６.９×１０１０ Ｐａꎬ密度 ρ＝ ２ ７００ ｋｇ / ｍ３ꎬ泊松比ｖ＝ ０.３ꎮ

图 １　 比例车体有限元模型

２.１　 子结构的应用及结果分析

ＡＮＳＹＳ 软件中应用 Ｇｕｙａｎ 缩减法来计算缩减矩阵ꎬ
而选取主自由度在矩阵缩减分析中起到关键作用ꎬ其准确

程度将取决于主自由度的数量和分布位置ꎮ 因此ꎬ根据文

献[２０]中主自由度的选取方法对该比例车体结构有限元

模型进行主自由度的选取ꎮ 在模型上选取包括加载点和

响应测量点在内的共 ３０１ 个节点ꎬ缩减自由度后的比例车

体有限元模型如图 ２ 所示ꎮ 分析缩减前后结构的模态频

率以及响应计算效率ꎮ

图 ２　 缩减自由度后的比例车体模型

１)缩减前后模态对比

表 １ 为比例车体缩减前全自由度和缩减后模态频率

的对比情况(去掉前 ６ 阶刚体模态)ꎮ 图 ３ 为缩减前后模

态频率对比图ꎮ 从表 １ 和图 ３ 都可以看出ꎬ所选取主自由
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度后的子结构模型能满足模型的准确度ꎬ且对于前 ４ 阶模

态ꎬ选取前后模态频率的相对偏差基本低于 １％或在 １％
附近ꎮ 这是由于主自由度的选取数量对低价模态影响较

小ꎬ而对高阶模态影响较大ꎮ

表 １　 比例车体主自由度选取前后模态对比

阶数
全自由度模
态频率 / Ｈｚ

子结构模态
频率 / Ｈｚ 相对偏差 / ％

１ ５９.３４３ ５９.７９１ ０.７５５

２ ６３.５９３ ６４.２２２ ０.９８９

３ ７１.２０９ ７１.９９２ １.０９９

４ ７９.３５７ ７９.７４９ ０.４９４

５ ８０.０９９ ８１.２９５ １.４９３

６ ８６.６５６ ８７.９４１ １.４８３

７ ９１.５６８ ９３.２７８ １.８６７

８ ９５.０７６ ９６.９５８ １.９７９

９ １０１.０５ １０３.６５ ２.５７３
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图 ３　 比例车体模态频率对比图

　 　 ２)核函数响应计算效率分析

分别对比例车体原模型和子结构缩减模型求脉冲核

函数响应ꎬ比较这两种模型中计算相同时间历程的核函数

响应所需要的实际 ＣＰＵ 时间ꎬ如表 ２ 所示ꎮ 其中采样周

期为 Δｔ＝ ０.０００ ５ ｓꎮ

　 表 ２　 缩减前后模型核函数响应计算时间 单位:ｓ　

加载时长
原模型求解

时长
子结构模型求

解时长

０.１ ２０２ ６３

０.２ ８９６ １１８

０.４ ９０２ ２３７

０.６ １ ４６４ ２９５

０.８ １ ６０３ ４７４

１.０ ２ ００２ ５９９

　 　 由表 ２ 可见ꎬ相比于全自由度的原模型ꎬ子结构模型

大大减少了核函数响应计算时间ꎬ且所需计算的响应时间

历程越长ꎬ子结构缩减模型提高计算效率的效果就越明

显ꎮ 因此ꎬ应用子结构技术将大大提高载荷识别过程中计

算核函数响应的效率ꎮ

２.２　 载荷识别结果分析

１)不同形式载荷下的识别结果

在比例车体子结构模型的节点 ５６１４ 上施加垂直于上

顶板的载荷ꎬ即 ｚ 向上加载ꎬ并选取距离测量点较近的响

应节点 ５７９５( ｚ 向)上的位移作为响应用于载荷识别ꎮ 所

施加的载荷分别取如下几种形式:
１)正弦载荷:

Ｆ１( ｔ)＝
６０ｓｉｎ(２πｔ / Ｔ)ꎬ　 ０≤ｔ≤０.１
０ꎬ　 ０.２<ｔ≤０.１４{ (１２)

２)三角载荷:

Ｆ２( ｔ)＝

８ ０００ｔꎬ　 ０≤ｔ≤０.０１
－８ ０００ｔ＋１６０ꎬ　 ０.０１<ｔ≤０.０３
８ ０００ｔ－３２０ꎬ　 ０.０３<ｔ≤０.０５
－８ ０００ｔ＋４８０ꎬ　 ０.０５<ｔ≤０.０７
８ ０００ｔ－６４０ꎬ　 ０.０７<ｔ≤０.０９
－８ ０００ｔ＋８００ꎬ　 ０.０９<ｔ≤０.１
０ꎬ　 ０.１<ｔ≤０.１４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１３)

３)方波载荷:

Ｆ３( ｔ)＝

１００ꎬ　 ０<ｔ≤０.０３
－１００ꎬ　 ０.０３<ｔ≤０.０６
１００ꎬ　 ０.０６<ｔ≤０.０９
－１００ꎬ　 ０.０９<ｔ≤０.１２
０ꎬ　 ０.１２<ｔ≤０.１５

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)

正弦载荷、三角载荷和方波载荷选用不同的采样频

率ꎬ即 ｆ１ ＝ ２ ０００Ｈｚ、 ｆ２ ＝ ４ ０００Ｈｚ 和 ｆ３ ＝ ３ ３３３.３３ Ｈｚꎬ利用

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法进行载荷识别ꎬ并对比传统的

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化ꎮ 各载荷形式下的识别结果分别如图 ４－
图 ６ 所示ꎮ

由图 ４－图 ６ 可以看出ꎬ对于不同形式的载荷ꎬ在没有

噪声的情况下ꎬ传统的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法和 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
迭代正则化都能准确地识别载荷ꎬ这是由于在响应数据不

含有噪声时(实际情况中几乎是不存在的)ꎬ可以直接通

过矩阵求逆法反求载荷ꎬ即此时有无正则化的识别效果相

差不大ꎬ所以这两种正则化方法下的载荷识别结果相似ꎮ
但从图 ４ 和图 ６ 也可以发现ꎬ传统 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法在

载荷值突变处以及时间起始点处ꎬ相比于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代

正则化的识别误差较大ꎮ
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图 ４　 正弦载荷识别结果对比
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图 ５　 三角载荷识别结果对比
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图 ６　 方波载荷识别结果对比

　 　 ２)不同噪声水平下的识别结果

由于实际测量的响应信号 ｙ 中总是包含噪声ꎬ在仿真

得到的响应数据中加入不同水平的随机噪声来模拟测试

误差ꎮ 带噪声的响应可表示成如下形式:
ｙｎｏｉｓｅ ＝ ｙ( ｔ)＋ｌｎｏｉｓｅｓｔｄ[ｙ( ｔ)]ｒａｎｄ(－１ꎬ１) (１５)

其中:ｙ( ｔ)为仿真得到的位移响应ꎻｓｔｄ[ｙ( ｔ)]为位移响应

ｙ( ｔ)的标准差ꎻｌｎｏｉｓｅ为噪声水平的百分数ꎻｒａｎｄ( －１ꎬ１)为

区间[－１ꎬ１]上的随机数ꎮ
首先ꎬ对于正弦载荷在噪声水平分别为 ３％、５％和

１０％的载荷识别结果如图 ７ 所示ꎮ 从图 ７ 可以看出ꎬ随着

噪声水平的增大ꎬＴｉｋｈｏｎｏｖ 正则化识别的误差逐渐增加ꎬ
并且到噪声水平为 １０％时ꎬ已经不能识别出所加载荷ꎮ
图 ７(ｃ)中ꎬＴｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法在 ｔ ＝ ０.０３ ｓ 附近ꎬ识别结

果已经趋于发散ꎮ 而 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化在这 ３ 种噪

声水平下都能较准确地识别ꎬ识别精度并没有随着噪声水

平的波动而发生较大变化ꎮ
为了更进一步说明噪声的影响ꎬ选取正弦载荷在噪声

水平为 ５％下ꎬ随机 ５ 个不同的离散时间点上识别的结果

如表 ３ 所示ꎬ得到 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化识别误差ꎬ除了

少许的几个时间点ꎬ基本在 ５％以下ꎬ且大部分的识别相

对误差低于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 方法ꎮ 同时分析在噪声水平为 ５％
下ꎬ三角载荷和方波载荷的识别结果如图 ８、图 ９ 所示ꎮ
从这两幅图中可以看出ꎬ与正弦载荷类似ꎬ在 ５％的噪声

水平下 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化识别三角和方波这两种载荷的

识别精度明显高于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化ꎮ
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图 ７　 在不同噪声水平(３％、５％、１０％)下
正弦载荷的识别结果

表 ３　 在噪声水平 ５％下随机 ５ 个时间点上正弦

载荷的识别误差

时间 /
ｓ

真实值 /
Ｎ

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化

识别值 / Ｎ 误差 / ％ 识别值 / Ｎ 误差 / ％

０.０１５ －５９.２６１ －６７.１４０ １３.２９ －６０.４８１ ２.０６

０.０３８ －４２.４２６ －４４.５４７ ５.００ －３７.６３７ １１.２９

０.０４６ ６０.０００ ６８.９３６ １４.８９ ６０.６３５ １.０６

０.０６６ ５９.２６１ ６４.５４４ ８.９１ ６０.１４０ １.４８

０.０９７ －５３.４６０ －４７.１４６ １１.８１ －５０.９０９ ４.７７

０８
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图 ８　 噪声水平为 ５％下三角载荷的识别结果
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图 ９　 噪声水平为 ５％下方波载荷的识别结果

３　 结语

本文利用 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化解决载荷识别过程

的病态逆问题ꎮ 结合子结构分析技术ꎬ识别作用于比例车

体有限元模型上的正弦、三角以及方波载荷ꎬ并与传统的

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化进行比较ꎬ得到以下结论:
１)Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化可以高精度识别作用于比

例车体仿真模型的多种形式载荷ꎻ
２)应用子结构分析的模型缩减技术可以提高识别过

程中计算核函数响应的效率ꎬ从而减少整个迭代反求的时

间ꎬ更快速准确地求得所加载荷ꎻ
３)在识别此类大型复杂有限元结构上作用的载荷时ꎬ

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法对噪声很敏感ꎬ达到一定噪声水平后

其解便趋于发散ꎬ不能识别出所施加载荷ꎬ而 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭
代正则化能够有效抑制噪声ꎬ且整体识别精度高ꎮ

本文将子结构缩减技术和 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化用

于求解比例车体有限元模型上所施加的载荷ꎬ为识别复杂

的高速列车车体表面动态载荷的分布及其动态特性的研

究奠定基础ꎮ
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