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摘　 要:针对具有柔性关节的机器人ꎬ建立包含重力补偿的机器人动力学模型ꎮ 对模型线性化

处理与提取最小参数集ꎬ确定激励轨迹方程形式ꎬ并从矩阵秩和条件数两个方面对各辨识矩阵

的观测矩阵进行分析ꎬ提出相应的参数分步辨识策略ꎬ进而确定各参数的辨识顺序以及提高辨

识精度的方法ꎮ 该策略对线性方程组形式的参数辨识具有普适性ꎮ 通过对二自由度机器人模

型条件数的计算ꎬ验证了策略的有效性ꎮ
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０　 引言
机器人动态控制需确定动力学参数ꎬ再通过设计激励

轨迹ꎬ将采样点数据代入动力学模型ꎬ并结合相关辨识方

法以求解参数值并验证ꎮ 柳贺等将机器人动力学模型线

性化处理后ꎬ使用多项式作为激励轨迹ꎬ并用最小二乘法

辨识参数[１] ꎮ ＡＴＫＥＳＯＮ Ｃ Ｇ 等依据辨识矩阵上三角结

构ꎬ将参数分成两组进行辨识[２] ꎮ 丁亚东等鉴于机器人

肘、腕关节差异性ꎬ将六自由度机器人前后三关节参数分

开辨识[３] ꎮ 分步辨识利于简化模型ꎬ但上述研究从机器

人具体结构或辨识矩阵特殊形式说明参数集可分成独立

的参数组ꎬ进而进行分步辨识ꎬ故其不具普适性ꎮ
张铁等提出先完成摩擦参数辨识ꎬ使动力学模型可线

性化ꎬ再辨识惯性参数[４] ꎮ ＧＲＯＴＪＡＨＮ Ｍ 等根据不同激

励条件ꎬ选择对应关节组合运动ꎬ实现分步辨识[５] ꎮ 对于

无法独立分离的参数ꎬ只可将已辨识参数代入后续辨识方

程组中ꎬ则此时会产生误差累积ꎮ 但各研究均未给出减少

误差的具体方法ꎮ
本文针对柔性关节机器人ꎬ首先建立了包含重力补偿

的动力学模型ꎬ同时将模型线性化处理ꎮ 随后ꎬ依据各参

数的独立性进行初分组ꎬ并确定对应激励轨迹形式ꎬ将辨

识矩阵转换为观测矩阵ꎬ分析其秩与条件数ꎬ进行再分组ꎮ

最后ꎬ结合变量间的关联关系确定辨识顺序ꎬ采用最小二

乘法进行参数分步辨识ꎮ 以二自由度机器人为例ꎬ通过本

文所提出策略ꎬ得出具体的参数分组与辨识顺序ꎬ并验证

了策略可实现模型所有参数的辨识ꎮ

１　 机器人动力学模型

将柔性关节简化为图 １所示模型ꎬ即用刚度为ｋｉ的弹

簧表示谐波减速器中柔轮的柔性ꎬθｍｉ为电机 ｉ 转子输出转

角ꎬθｒｉ为减速后转角ꎬθｌｉ为最终连杆 ｉ 输出转角ꎮ
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图 １　 柔性关节机器人关节

简化模型图

由于谐波减速器采用行星齿轮传动ꎬ故输入与输出轴
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轴线可视作重合ꎬ又因质量主要集中在连杆ꎬ速度集中在

转子ꎬ故仅考虑转子与连杆动能ꎮ 由此ꎬ可用标准 Ｄ－Ｈ法

建立连杆与转子坐标系ꎮ
以二自由度机器人为例ꎬ建立如图 ２ 所示的坐标系ꎮ

设Ｏ′ｉ －ｘ′ｉ ｙ′ｉ ｚ′ｉ 为转子坐标系ꎬＯｉ －ｘｉ ｙｉ ｚｉ为连杆坐标系ꎬｌｉ、ｄ′ｉ
分别为杆长与电机安装位置几何参数ꎮ
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图 ２　 二自由度柔性关节机器人坐标系分析图

由 Ｄ－Ｈ参数可得各系变换矩阵ꎬ后利用拉格朗日方

程建立机器人动力学模型ꎮ 因转子上任一点的速度由自

身相对转速与对应杆牵连速度组成ꎬ使得转子动能中存在

转子转角与连杆转角耦合项ꎮ 当减速器减速比较大时ꎬ可
忽略连杆转速ꎮ 另设转子质心位于旋转轴上ꎬ由此可消去

耦合项ꎬ同时简化重力势能项ꎬ利于后续参数辨识ꎮ 最终

柔性关节机器人动力学模型如下所示:

Ｍ(θｌ) θ

ｌ＋Ｃ(θｌꎬθ


ｌ)θ

ｌ＋ｇｖ－τ＋Ｍｌｆθ


ｌ＋Ｂｌｆｓｇｎ(θ


ｌ)＝ τｅｘｔ 　 (１)

Ｂθ

ｍ＋Ｎ

－１τ＋Ｍｍｆθ

ｍ＋Ｂｍｆｓｇｎ(θ


ｍ)＝ τｍ (２)

τ＝Ｋ(Ｎ－１θｍ－θｌ) (３)

式中:Ｍ(θｌ)为系统惯性矩阵ꎻＣ(θｌꎬθ

ｌ)为离心力与哥氏

力混合项ꎻｇｖ为重力项ꎻＢ 为电机转子惯量ꎻＭｌｆ、Ｍｍｆ分别

为连杆与转子的黏性摩擦系数矩阵ꎻＢｌｆ、Ｂｍｆ分别为连杆与

转子的库仑摩擦系数矩阵ꎻＮ－１为传动比逆矩阵ꎻＫ 为弹簧

刚度矩阵ꎻτｍ为电机输出转矩ꎬτｅｘｔ为外力矩ꎻτ为虚拟弹簧

转矩ꎻθｌ与θｍ分别为关节转角与转子转角ꎻ θ

ｌ、 θ

ｍ、θ

ｌ分别

为对应变量的二阶、一阶导ꎮ
本文针对装有转矩传感器的机器人进行重力补偿ꎮ

目前机器人模型中ꎬ重力补偿多是针对六维力传感器ꎬ抑
或是研究并联机器人ꎬ此处给出柔性关节串联机器人的重

力补偿模型ꎮ 图 ３为机器人在静止状态下关节所受重力

矩作用示意图ꎮ
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图 ３　 机器人静态下的关节受力分析图

因关节 ２跟随连杆 １运动ꎬ连杆 １与转子 １重力未对

关节 ２产生相对运动趋势ꎬ所以关节 ２转矩传感器仅受到

连杆 ２的重力作用ꎮ 可求得如下关系式:
Ｍｇ２ ＝Ｍ２

ｇｌ２ ＝(Ｒ１２ｒ２ｌｃ２＋ｐ１２)×Ｒ１０ｇｍｌ２ (４)

Ｍｇ１ ＝Ｍ１
ｇｌ１＋Ｍ１

ｇｌ２＋Ｍ１
ｇｍ２ ＝ (Ｒ０２ｒ２ｌｃ２＋ｐ０２)ｍｌ２＋[

(Ｒ０１ｒ１ｌｃ１＋ｐ０１)ｍｌ１＋(Ｒ０２′ｒ２′ｍｃ２＋ｐ０２′)ｍｍ２ ] ×ｇ (５)
式中:Ｍｇ１、Ｍｇ２分别为各重力对点Ｏ１、Ｏ２之矩ꎻ标识Ｍｉ

ｇｌｊ为

杆 ｊ 重力对Ｏｉ之矩ꎻＲｉ
ｊ、ｐｉ

ｊ为系 ｊ 到系 ｉ 的旋转矩阵与移动

向量ꎻｍｌ１、ｍｌ２、ｍｍ２分别为杆 １、杆 ２ 与转子 ２ 的质量ꎻｇ 为

重力加速度ꎮ
取Ｍｇ１、Ｍｇ２的 Ｚ 维度数值ꎬ即得作用在关节 １、关节 ２

轴上的总重力矩Ｍｇ１Ｚ、Ｍｇ２Ｚꎮ 机器人运动状态下ꎬ转矩传

感器示数包括零点值、重力矩、外力矩与连杆惯性力ꎬ有
τ＝ＭｇＺ＋Ｍ０＋τｅｘｔ＋Ｆａ (６)

式中:ＭｇＺ为重力矩向量ꎻＭ０为传感器零点向量ꎻＦａ为连杆

惯性力ꎮ 联立式(１)、式(６)ꎬ可得式(７)ꎬ即为基于转矩传

感器的机器人重力补偿动力学模型ꎮ

Ｍ(θｌ) θ

ｌ＋Ｃ(θｌꎬθ


ｌ)θ

ｌ＋ｇ′ｖ＋Ｂｌｆｓｇｎ(θ


ｌ)＋

Ｍｌｆθ

ｌ ＝ ２τｅｘｔ＋Ｍ０＋Ｆａ (７)

其中ｇ′ｖ为ｇｖ与ＭｇＺ之差ꎬ两者具有相同参数ꎬ故可合并ꎮ

２　 参数辨识策略

分析机器人动、势能公式ꎬ可知动力学方程可化作关于

惯性参数的线性方程ꎬ且当摩擦、阻尼等均采用线性模型时ꎬ
机器人整体动力学模型可线性化ꎮ 此处考虑关节柔性与重

力矩ꎬ其对应模型在形式上同样易化为线性方程组ꎮ
采用最小二乘法求解线性方程组的解ꎬ则此时需保证

系数矩阵非奇异ꎬ故去除模型中的线性相关项ꎬ使所对应

参数化作最小参数集ꎬ对应系数矩阵行、列满秩ꎮ 可得如

下方程组:
Ｙ ｐｇꎬｐＩꎬｐｌｆ[ ] Ｔ ＝τｅｘｔ＋τ (８)
Ｙｍ ｐｍꎬｐｍｆ[ ] Ｔ ＝τｍ－Ｎ

－１τ (９)

Ｙｋｐｋ ＝
ｎ－１１ θｍ１－θｌ１ ０

０ ｎ－１２ θｍ２－θｌ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ｐｋ ＝τ (１０)

ＭｇＺ＋Ｍ０ ＝[ＹｇꎬＥ][ｐｇꎬＭ０] Ｔ (１１)
式中:ｐｇ为重力矩相关参数ꎻｐＩ为惯量相关参数ꎻｐｌｆ、ｐｍｆ为
连杆、转子摩擦参数ꎻｐｍ为电机相关参数ꎻｐｋ为弹簧刚度参

数ꎻＹ、Ｙｍ、Ｙｋ、Ｙｇ为各方程组系数矩阵ꎻＥ 为单位矩阵ꎻｎ１、
ｎ２为对应关节减速比ꎮ

设计激励轨迹θｌ ＝θｌ( ｔ)或θｍ ＝ θｍ( ｔ)ꎬｔ 为轨迹运行时

间ꎮ 依据设备确定采样频率ｆｓꎬ以式(８)为例ꎬ可将方程写

作如下形式:
τｅｘｔ０＋τ０ꎬτｅｘｔ１＋τ１ꎬꎬτｅｘｔＮＡ＋τＮＡ[ ] Ｔ ＝

Ｙ θｌ(０)[ ] ꎬＹ θｌ
１
ｆｓ( )[ ] ꎬꎬＹ θｌ

Ｔ ｆｓ
ｆｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ
ｐｇ

ｐＩ
ｐｌｆ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＝

ＹＮ ｐｇꎬｐＩꎬｐｌｆ[ ] Ｔ (１２)
其中:Ｔ 为单次运动时间ꎻＹＮ为辨识矩阵 Ｙ 的观测矩阵ꎻ
ＮＡ ＝Ｔ ｆｓ为时间 Ｔ 内除 ０时刻外的总采样点数ꎮ 当确定激

励轨迹后ꎬ控制机器人运动ꎬ代入实验所测反馈值ꎬ得ＹＮｒꎬ
则可由最小二乘法得出所求参数值ꎮ

由此可知ꎬＹＮ中线性无关行向量必须大于等于所求

变量数ꎮ 故在进行辨识实验前ꎬ需验证ＹＮ 的秩ꎮ 本文采
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用不同变量表示不同时刻采样值ꎬ变量间彼此独立ꎬ则此

时系数矩阵无需按采样频率进行扩充ꎬ仅需满足行数大于

等于对应变量数ꎮ 如ｐｍ为六维向量ꎬ而Ｙｍ行数为 ２ꎬ则仅

需取 ３组无关变量作为 ３个时刻的采样值ꎬ求解该伪观测

矩阵的秩即可ꎮ
当机器人静止ꎬ且无外力矩作用时ꎬ若(ＹｇꎬＥ)满足秩

要求ꎬ则式(１１)可进行辨识ꎮ 但计算知(ＹｇꎬＥ)不可能满

秩ꎬ故无法单独进行重力与零点的参数辨识ꎮ 同理ꎬ
式(８)在无摩擦力的情况下才可辨识ꎮ

经对各式系数矩阵秩的分析ꎬ可确定各参数的基本辨

识顺序ꎬ即必须先单独进行摩擦参数ｐｆ辨识ꎬ后代入连杆

模型ꎬ以辨识ｐｇ与ｐＩꎬ进而求取Ｍ０ꎮ 因系数矩阵满秩ꎬ故
ｐｍ、ｐｍｆ可直接辨识ꎬ而式(１０)同时包含连杆与转子转角ꎬ
可直接沿用前连杆或转子所得激励轨迹进行辨识ꎮ

３　 优化参数辨识策略

由线性方程组扰动理论知ꎬ系数矩阵条件数越小ꎬ对
应解的误差越小ꎮ 使用最小二乘法求解参数时ꎬ对应系数

矩阵为ＹＴＮＹＮꎮ 激励轨迹一般采用有限项多项式级数或傅

里叶级数形式ꎬ其存在未确定系数ꎬ故条件数 ｃｏｎｄ(ＹＴＮＹＮ)
为关于激励轨迹系数的非线性函数ꎬ利用遗传算法等即可

求得满足相关条件下的最小值ꎮ 采用最小条件数对应的

激励轨迹ꎬ使得所求参数误差最小ꎮ
因ＹＴＮＹＮ为 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵ꎬ采用 ２ 范数求解条件数时ꎬ

有ｃｏｎｄ２(ＹＴＮＹＮ)＝ ｃｏｎｄ２２(ＹＮ)ꎬ故可直接求ｃｏｎｄ２(ＹＮ )的最

小值ꎮ 同时ꎬ由数学关系知:
ｃｏｎｄ２(Ａ１Ａ２)≤ｃｏｎｄ２(Ａ１)ｃｏｎｄ２(Ａ２) (１３)

其中:ｃｏｎｄ２(Ａ１ Ａ２)一般接近其最大值ꎻＡ１、Ａ２为任意矩

阵ꎮ 当式(１０)与式(９)联立时ꎬ有:
ＹｍꎬＮ

－１Ｙｋ[ ] ｐｍꎬｐｍｆꎬｐｋ[ ] Ｔ ＝
ＹｍꎬＥ２×２[ ] ｄｉａｇ(Ｅ６×６ꎬＮ

－１Ｙｋ) ｐｍꎬｐｍｆꎬｐｋ[ ] Ｔ ＝

Ｙ ｍＹ ｋ ｐｍꎬｐｍｆꎬｐｋ[ ] Ｔ ＝τｍ (１４)

ｄｉａｇ(Ｙ ｍꎬ０ꎬＹ ｍꎬ１ꎬꎬＹ ｍꎬＮＡ) Ｙ ｋꎬ０ꎬＹ ｋꎬ１ꎬꎬＹ ｋꎬＮＡ[ ] Ｔ

ｐｍꎬｐｍｆꎬｐｋ[ ] Ｔ ＝Ｙ ｍＮＹ ｋＮ ｐｍꎬｐｍｆꎬｐｋ[ ] Ｔ ＝
τｍ０ꎬτｍ１ꎬꎬτｍＮＡ[ ] Ｔ (１５)

可知观测矩阵Ｙ ｍＮ、Ｙ ｋＮ条件数决定整体系数矩阵条件

数大小ꎮ 由矩阵结构可得

ｍａｘ １

∑
ＮＡ

ｉ ＝ １
ｎ－１
１ (ｎ

－１
１ θｍ１ꎬｉ － θ ｌ１ꎬｉ)

ꎬ １

∑
ＮＡ

ｉ ＝ １
ｎ－１
２ (ｎ

－１
２ θｍ２ꎬｉ － θ ｌ２ꎬｉ)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú



ＮＡ ＝ｃｏｎｄ∞(Ｙ
 Ｔ
ｋＮＹ ｋＮ) (１６)

其中:ｃｏｎｄ∞(Ｙ
 Ｔ
ｋＮＹ ｋＮ)为用无穷范数求解条件数ꎻθｌｊꎬｉ、θｍｊꎬｉ

等为第 ｉ 时刻连杆 ｊ 与转子 ｊ 的采样值ꎮ 因ｎ－１１ (ｎ
－１
１ θｍ１ －

θｌ１)理论上极小ꎬ使得 ｃｏｎｄ∞(Ｙ
 Ｔ
ｋＮＹ ｋＮ )数值极大ꎬ则对应

ｃｏｎｄ２( Ｙ ＴｋＮ Ｙ ｋＮ ) 与 ｃｏｎｄ２ ( Ｙ ｋＮ ) 极大ꎮ 由式 ( １３) 可知ꎬ

ｃｏｎｄ２(Ｙ ｍＮＹ ｋＮ)极大ꎬ故不可将式(１０)与式(９)联立进行

参数辨识ꎮ
综上所述ꎬ对于机器人动力学模型参数辨识ꎬ需要从

系数矩阵的秩与条件数两个方面出发ꎬ确定各参数组合情

况ꎮ 所提参数分步辨识策略流程如图 ４所示ꎮ
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图 ４　 机器人动力学模型参数分步辨识策略

　 　 当考虑阻尼、干扰力矩ꎬ或是分析刚性机器人等ꎬ上述

策略仍适用ꎮ 对于二自由度柔性关节机器人ꎬ具体辨识过

程如图 ５所示ꎮ
由于使用最小二乘法后ꎬ对应系数矩阵条件数为观测矩

阵条件数的平方ꎬ故为保证精度ꎬ观测矩阵条件数一般<１０ꎮ

４　 策略验证

针对二自由度柔性关节机器人ꎬ采用多项式形式的激

励轨迹ꎬ以验证所提策略的可行性ꎮ 为防止偶然性ꎬ将多

项式轨迹修正为周期函数ꎬ有
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图 ５　 柔性关节机器人参数分步辨识流程图
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电气与自动化 陈飞翔ꎬ等柔性关节机器人参数分步辨识策略研究

θ( ｔ)＝ ａ０＋ａ１ｍｏｄ( ｔꎬＴ)＋ａ２[ｍｏｄ( ｔꎬＴ)] ２＋＋
ａＮＦ
[ｍｏｄ( ｔꎬＴ)] ＮＦ (１７)

式中:θ 为任意关节连杆或电机转角ꎻａｉ为激励轨迹系数ꎻ
ＮＦ为多项式次数ꎻｔ 为时间参数ꎻＴ 为运动周期ꎻｍｏｄ( ｔꎬＴ)
为 ｔ 对 Ｔ 作取余运算ꎮ 为保护设备ꎬ应使电机柔性启动ꎬ
且在安全范围内运动ꎬ有边界条件如下:

θ(０)＝ ａｉｎｉｔꎬθ

(０)＝ ０ꎬ θ


(０)＝ ０ꎬθ


(０)＝ ０ꎬ

θ(Ｔ)＝ ａｉｎｉｔꎬθ

(Ｔ)＝ ０ꎬ θ


(Ｔ)＝ ０ꎬθ


(Ｔ)＝ ０ꎬ

θｍｉｎ≤θ( ｔ)≤θｍａｘꎬ－θ

ｍａｘ≤θ


( ｔ)≤θ


ｍａｘꎬ

－ θ

ｍａｘ≤θ( ｔ)≤ θ


ｍａｘꎬ ａ[ １ꎬꎬａＮＦ

]≠０
(１８)

依据条件方程数目ꎬ可知ＮＦ≥８ꎮ 此处采用八次多项

式作为激励轨迹ꎬ代入各方程的观测矩阵中ꎮ 同时ꎬ为简

化运算ꎬ统一指定初始角度为 ３０°ꎬ周期为 ５ ｓꎬ采样频率为

５０ Ｈｚꎬ机器人参数如表 １所示ꎮ

表 １　 机器人模型参数表

关节号 参数名 参数值

关节 １

减速比ｎ１ １０１

大臂长度ｌ１ / ｍ ０.３７５

杆 １运动范围 / ( °) ３０ꎬ１５０[ ]

杆 １最大速度 / ( ° / ｓ) ９０

杆 １最大加速度 / ( ° / ｓ２) ４０

关节 ２

减速比ｎ２ １０１

小臂长度ｌ２ / ｍ ０.３６５

杆 ２运动范围 / ( °) －１００ꎬ１００[ ]

杆 ２最大速度 / ( ° / ｓ) １００

杆 ２最大加速度 / ( ° / ｓ２) ４５

　 　 采用遗传算法求解各方程条件数最小值ꎬ其相关参数

如表 ２所示ꎮ
表 ２　 遗传算法主要参数表

种群规模 进化代数 交配概率 变异概率

２０ ８００ ０.８ ０.２

　 　 由于观测矩阵满秩是条件数衡量方程解误差的前提ꎬ
故仅对满足秩要求的方程进行最小条件数计算ꎬ结果如表

３所示ꎮ

表 ３　 机器人模型最小条件数统计表

连杆类型
模型类型

无摩擦动力学模型 摩擦模型

连杆 １ ５.７５７ ７ ３.２８８ ３

连杆 ２ ２.０３９ ３ ３.２９０ １

双连杆 ４.２５７ ４ ３.３００ ３

　 　 由计算结果ꎬ可得各模型优化后的激励轨迹曲线ꎬ如
图 ６、图 ７所示ꎮ
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图 ６　 单杆运动各杆激励轨迹图
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图 ７　 双杆运动各杆激励轨迹图

由仿真计算结果ꎬ可得如下结论:
１)各模型最小条件数均较小ꎬ满足要求ꎻ
２)依条件数大小ꎬ先单独运动各杆以辨识摩擦参数ꎬ

后运动杆 ２辨识部分惯性参数ꎬ最后同时运动两杆ꎬ辨识

剩余参数ꎻ
３)轨迹范围大小与条件数不一定成正比ꎻ
４)采样频率与运动周期应取较大值ꎬ否则条件数将

较大ꎮ

５　 结语
本文提出基于关节转矩传感器重力补偿的柔性关节

机器人动力学模型ꎮ 在模型可线性化以及辨识方法为最

小二乘法的前提下ꎬ本文制定了基于矩阵秩与条件数的参

数分步辨识策略ꎬ并针对线性方程ꎬ说明了进行分步辨识

的判据、确定辨识顺序的方法以及降低误差的途径等ꎮ 该

策略同样可用于其他领域线性方程组的参数辨识ꎮ
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