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摘　 要:基于二次调频小波理论ꎬ提出函数积分运算的二次调频小波变换计算方法ꎮ 应用此方

法ꎬ仅利用时变结构的加速度响应信号就可以重构出速度和位移响应信号并将振动微分方程

转换为线性方程ꎮ 为解决随机激励下参数识别问题ꎬ进一步结合分数阶模糊函数推导二次调

频信号的自相关性理论ꎬ得出相关系数与时变物理参数的线性表达式进而识别各时刻的物理

参数ꎮ 以一个 ４自由度时变结构为仿真算例ꎬ识别线性变化、周期变化、二次函数变化、快速突

变 ４种不同类型的时变物理参数ꎬ验证了识别方法的正确性ꎮ
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０　 引言

过去几十年中ꎬ针对传统时不变系统的动力学参数识

别方法研究已十分成熟并逐步形成了一系列理论体系ꎬ按
照识别过程中是否采用激励数据可将时不变参数识别方

法分为试验模态分析(ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｍｏｄａｌ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ＥＭＡ)
及运行模态分析( ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｍｏｄａｌ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ＯＭＡ)两大

类[１] ꎮ 然而随着现代科技的突飞猛进和新兴领域的迅速

崛起ꎬ实际工程结构中出现了越来越多的时变问题ꎬ譬如

航天器中太阳能电池帆板和机械臂的展开问题ꎻ火箭和飞

机高速飞行过程中ꎬ随着质量不断减小结构气动刚度随时

间变化的问题ꎻ列车过桥时ꎬ随着列车位置的移动ꎬ车－桥
系统的刚度和阻尼随时间变化的问题ꎻ随时间变化能自动

调节结构参数的智能材料的使用问题等[２] ꎮ 为了解决这

类时变结构的动力学问题ꎬ研究时变结构的参数识别方法

就显得尤其重要ꎮ
目前国内外学者对于时变系统参数识别问题的研究

提出了一系列方法ꎬ主要可以归为两类:第一类方法主要

基于短时时不变假设ꎬ应用具有局部时频分析能力的信号

处理工 具[３－４] (短 时 傅 里 叶 变 换 ( ＳＴＦＴ)、维 纳 分 布

(ＷＶＤ)、小波变换(ＷＴ))或基于子空间模型进行参数识

别ꎬ而此类方法在计算量和识别精度上难以兼顾ꎬ识别效

率比较低ꎮ 后有学者为解决此类问题引入了线调频小波

分析工具[５] ꎬ虽有效提高了算法的识别精度和效率ꎬ但其

仍是基于短时线变假设ꎬ对于非线性变化情况的识别并不

理想ꎮ 第二类方法是从信号的整体分解出发ꎬ自适应地将

信号分解成多个本征模态函数ꎬ再对每个分量作参数识

别ꎬ比较典型的就是希尔伯特黄变换(ＨＨＴ) [６－８] ꎮ 该类方

法主要基于经验分解ꎬ缺乏充分的理论依据ꎬ且存在模态

混叠、边界效应问题ꎮ 基于以上识别方法的研究内容ꎬ结
合时变系统的响应特性ꎬ在短时时域区间内通过二次多项

式来拟合信号的频率变化ꎬ这种非线性的拟合方式相比于

短时时不变和短时线变ꎬ可进一步增长分析时窗的宽度ꎬ
降低迭代计算的次数提高计算效率ꎮ 二次调频小波作为

一种广义的小波函数能够很好地实现信号的非线性拟
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合[９] ꎬ同时由于多个调频参数的引入ꎬ对于信号在短区间

内快变、突变的情况也能够精确刻画并追踪时变特性ꎮ
本文首先基于二次调频小波变换(ＱＣＴ)结合时域滤

波方法将多分量信号进行分解ꎬ在此基础上进一步推导了

二次调频小波基函数的积分运算ꎬ通过测量结构加速度响

应信号重构得出速度及位移响应信号ꎬ将时变系统微分方

程转化为线性方程ꎮ 结合分数阶模糊函数的相关特

性[１０－１２]得出了二次调幅调频信号的相关性理论ꎮ 在此基础

上对激励和响应作自相关得到系统时变参数和响应相关系

数之间的关系ꎬ进而实现结构时变物理参数的识别ꎮ 最后通

过仿真算例和相关实验验证了本文算法的正确性及实用性ꎮ

１　 ＱＣＴ 及其函数积分运算

二次调频小波变换是将信号 ｓ( ｔ)投影到一族二次调

频小波基函数 ｂ( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)( ｔ)上ꎬｂ( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)( ｔ)可定义为

ｂ(ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)(ｔ)＝ ｗ(ｔ－ｔ０)ｅｘｐ{ｊ[ａ１(ｔ－ｔ０)＋ａ２(ｔ－ｔ０)
２＋ａ３(ｔ－ｔ０)３]}

(１)
其中: ｗ ( ｔ) 一 般 取 时 宽 σ 的 高 斯 窗 函 数ꎬ ｗ ( ｔ ) ＝

(２ πσ)
－１ｅｘｐ(－ｔ２ / ４σ)ꎻａ１、ａ２、ａ３ 为调频参数ꎮ 则二次

调频小波变换可表示为

ＱＣＴ ｂ( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３) ＝ ‹ ｚ( ｔ)ꎬｂ( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)( ｔ)› ＝

∫＋∞
－∞

ｚ( ｔ)ｗ∗( ｔ － ｔ０)ｅｘｐ{ － ｊ[ａ１( ｔ － ｔ０) ＋ ａ２( ｔ － ｔ０) ２ ＋

ａ３( ｔ － ｔ０) ３]}ｄｔ (２)
其中:ｊ＝ －１ꎻ上标∗表示取共轭ꎻｚ( ｔ)＝ ｓ( ｔ) ＋ ｊＨ ｓ( ｔ)[ ]

为 ｓ( ｔ)的解析信号ꎮ
二次调频小波作为一种广义的高斯小波具有连续小

波的一般特性ꎬ则二次调频小波基函数具有二阶消失矩ꎬ

即满足 ∫＋∞
－∞

ｔｉｂ( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)( ｔ)ｄｔ＝ ０ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ并且基函数和它

的两阶导函数都在±∞处收敛为 ０ꎬ对于函数 ｆ( ｔ)ꎬ其一阶

积分可表示为 ∫ ｆ( ｔ)ｄｔ＝ Ｆ１( ｔ) ＋ｆ０ꎮ 该不定积分的二次调

频小波变换为

ＱＣＴ ｂ
 ∫ｆ( ｔ)ｄｔ[ ] ＝ ∫＋∞

－∞
Ｆ１( ｔ) ＋ ｆ０[ ] ｂ

∗
( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)

( ｔ)ｄｔ

(３)
对上式分部积分ꎬ结合基函数满足的两个特性将上式

化简可得

ＱＣＴ ｂ
 ∫ｆ( ｔ)ｄｔ[ ] ＝ － ∫＋∞

－∞
ｆ( ｔ)ｂ

∗
( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)

( ｔ)ｄｔ (４)

由上式可以得出ꎬ对函数 ｆ( ｔ)一阶不定积分的二次调

频小波变换相当于对 ｆ( ｔ)使用基函数的一阶原函数作为

基函数进行二次调频小波变换ꎬ即

ＱＣＴ ｂ
 ∫ｆ( ｔ)ｄｔ[ ] ＝ － ＱＣＴ ｂ ｆ( ｔ)[ ] (５)

同理ꎬ函数 ｆ( ｔ)二阶不定积分的二次调频小波变换可

由 ｆ( ｔ)使用基函数的二阶原函数作为基函数进行二次调

频小波变换得出ꎬ即

ＱＣＴ ｂ
 ∬ｆ( ｔ)ｄｔｄｔ[ ] ＝

∫＋∞
－∞

Ｆ２( ｔ) ＋ ｆ１＋ ｆ２[ ] ｂ
∗
( ｔ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３)

( ｔ)ｄｔ ＝ ＱＣＴ ｂ ｆ( ｔ)[ ] (６)

２　 时变系统参数识别

对于一个 Ｋ 自由度的线性时变动力学系统ꎬ其受迫

振动可用下列方程来表示:

Ｍ( ｔ) ｘ

( ｔ)＋Ｃ( ｔ)ｘ


( ｔ)＋Ｋ( ｔ)ｘ( ｔ)＝ ｕ( ｔ) (７)

其中:Ｍ( ｔ)、Ｃ( ｔ)、Ｋ( ｔ)分别为 Ｋ×Ｋ 的时变质量矩阵、阻
尼矩阵和刚度矩阵ꎻｘ( ｔ)、ｕ( ｔ)分别为 Ｋ×１ 的位移向量和

激励力向量ꎮ
结合上节积分推导ꎬ时变系统微分方程可转化为线性

方程:

Ｍ( ｔ) Ｃ( ｔ) Ｋ( ｔ)[ ]

ｘ

( ｔ)

ｘ

( ｔ)

ｘ( ｔ)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ｕ( ｔ) (８)

通过上式便能对确定性激励下的时变系统进行物理

参数识别ꎬ但对于随机激励仍需对其相关性做进一步研

究ꎮ 分数阶傅里叶变换作为傅里叶变换的广义形式定

义为

Ｆｐ(ｕ) ＝ ∫＋∞
－∞

Ｋｐ(ｕꎬｔ) ｆ( ｔ)ｄｔ (９)

Ｋｐ(ｕꎬｔ)＝

１－ｊｃｏｔα ｅｘｐ[ ｊ２π(ｕ２ｃｏｔα－２ｕｔｃｓｃα＋ｔ２ｃｏｔα)] α≠ｎπ
δ(ｕ－ｔ)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α＝ ２ｎπ
δ(ｕ＋ｔ)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α＝(２ｎ＋１)π

{
(１０)

其中:Ｆｐ ( ｕ)为信号 ｆ ( ｔ)的 ｐ 阶分数阶傅里叶变换ꎻ
Ｋｐ(ｕꎬｔ)为核函数ꎻｐ 为分数阶傅里叶变换的阶数ꎻα＝ ｐπ / ２ꎮ
结合其模糊函数的相关理论可得信号的自相关函数为

Ｒｆｆ(τ)＝
２πＡ２０ꎬ

Ａ２０
ｊ
６ａ３τ

ｅｘｐ ｊ ａ１τ＋
ａ３τ３

４
－
(ａ２τ) ２

３ａ３τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

　
τ＝ ０

τ≠０

(１１)

自相关函数在 τ＝ ０处取得峰值ꎬＲｆｆ(０)＝ ２πＡ２０ꎮ 而

对于二次调频信号的互相关函数ꎬ借鉴相关文献中的分数

阶互模糊函数分析并结合雷达中波形严格正交性的相关

理论[１３－１４] ꎬ可以得出:Ｒｆ１ｆ２
(τ→０)≈０ꎮ

在得出以上二次调幅调频信号相关性理论的基础上ꎬ
可进一步推导随机环境激励下时变系统的物理参数识别

算法ꎮ

３　 仿真算例

４自由度的弹簧阻尼时变结构如图 １ 所示ꎮ 系统的

初始位移和初始速度均为 ０ꎬ结构参数随时间变化之前的

设定如下:
ｍ１ ＝ｍ３ ＝ １０ꎬｍ２ ＝ｍ４ ＝ ２０　 (ｋｇ)
ｋ１ ＝ ８０ ０００ꎬｋ２ ＝ ６０ ０００
ｋ３ ＝ ４０ ０００ꎬｋ４ ＝ ２０ ０００

　 (Ｎ / ｍ)

ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ３ꎬｃ３ ＝ ｃ４ ＝ ５　 　 　 (Ｎｓ / ｍ)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１２)
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C1(t) C2(t) C3(t) C4(t)

K1(t) K2(t) K3(t) K4(t)

F1(t) F2(t) F3(t) F4(t)

M1(t) M2(t) M3(t) M4(t)

图 １　 ４ 自由度系统示意图

　 　 对 ４个自由度均施加高斯白噪声激励ꎬ均值为 ０ꎬ方
差为 １００ꎬ响应信号由 Ｎｅｗｍａｒｋ－β 计算ꎬ总的采样时间为

ｔ＝ ２０ ｓꎬ采样频率 １ ２００ Ｈｚꎮ 为充分考察识别方法的有效

性和可靠性ꎬ设置时变结构的质量系数和刚度系数随时间

同时变化ꎬ且时变情况为线性变化、周期变化、二次函数变

化、快速突变的组合ꎬ具体变化情况设置如下:
Δｍ１ ＝ －０.５ｔ
Δｍ２ ＝ ０.５ｔ

Δｍ３ ＝ １０ｓｉｎ
１
４ πｔ( )

Δｍ４ ＝ －０.２ｔ２＋４ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 (ｋｇ)ꎬ

Δｋ１ ＝ ３０ ０００ｓｉｎ
１
４ πｔ( )

Δｋ２ ＝ ３ ０００ｔ

Δｋ３ ＝ ２００ｔ２－４ ０００ｔ
Δｋ４ ＝ ４０ ０００ꎬ(７ ｓ)ꎻ　 －４０ ０００ꎬ(１４ ｓ)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(Ｎ / ｍ)ꎮ

应用本文提出的算法对结构的时变参数进行识别ꎬ质
量、刚度识别结果如图 ２、图 ３所示ꎬ从识别结果可以看出本

文算法对于数量级较小的质量识别精度高、误差小ꎬ有效避

免了与数值较大的刚度一同识别时质量识别误差很大的情

况ꎬ表明本文算法具有较好的工程应用前景和实用价值ꎮ
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图 ２　 质量识别结果
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图 ３　 刚度识别结果

４　 结语

１)本文基于二次调频小波理论ꎬ对时变结构响应信

号的频率信息进行短时非线性拟合ꎬ结合二次调频小波变

换将多分量信号分解为单分量的调幅调频信号ꎻ
２)提出了函数积分运算的二次调频小波变换计算方

法ꎬ通过测量得到的时变结构加速度响应ꎬ将时变系统微

分方法转化为线性方程ꎻ同时结合分数阶模糊函数的相关

特性ꎬ推导了二次调频信号的自相关理论ꎬ得出了随机激

励下时变系统物理参数的识别方法ꎮ
３)仿真算例中 ４自由度时变结构ꎬ质量和刚度参数的

变化为线性变化、周期变化、二次函数变化、快速突变 ４种
的组合情况ꎬ有效验证了本文所提算法的正确性ꎮ
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