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摘　 要:为揭示两级星型齿轮传动系统星轮载荷分配机理ꎬ提高星型齿轮传动系统承载能力ꎬ
提出双联齿轮弯扭耦合振动边界条件ꎬ建立考虑双联星轮横向振动的弯扭耦合动力学模型ꎬ研
究星轮支承刚度对系统均载特性的影响规律ꎮ 研究结果表明:考虑星轮横向振动的均载分析

模型消除了星轮支承刚度足够大的假设ꎬ与实际模型更接近ꎻ减小星轮支承刚度可以明显改善

系统均载性能ꎬ且星轮 ２支承刚度的影响大于星轮 ３ꎮ
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０　 引言

星型齿轮传动系统因具有功率分流、结构紧凑、承载

能力高等优点ꎬ在航空、船舶等传动领域应用较为广

泛[１] ꎮ 星型轮间载荷分配的均匀性是考量星型齿轮传动

系统性能的重要因素ꎬ因此开展星型齿轮传动系统的均载

特性研究具有重要意义ꎮ
目前ꎬ国内外学者对星型齿轮传动系统均载特性已经

开展了大量研究ꎮ 孙振宇等[２]研究了齿轮误差对系统静

态均载的影响规律ꎻ袁擎宇、鲍和云等[３－５]建立了不考虑

星轮横向振动的两级星型齿轮传动系统均载分析模型ꎬ分
析了综合误差对系统均载的影响规律ꎻ宁凤莲[６]开展了

两级星型齿轮传动系统的均载测试试验研究ꎻ ＭＯ Ｓ
等[７－８]研究了工况、误差以及浮动量等对两级星型齿轮传

动系统均载特性的影响ꎬ并开展了均载测试试验研究ꎮ 国

内外学者已针对误差、中心轮支承刚度以及浮动量等因素

开展了大量的研究ꎻ但在大部分的均载分析模型中ꎬ存在

双联星轮处的支撑刚度足够大的假设ꎬ忽略了双联星轮的

横向振动对系统均载特性的影响ꎮ
因此ꎬ本文以两级星型传动系统为研究对象ꎬ根据平

移与扭转变形的变形协调关系ꎬ提出了双联齿轮弯扭耦合

振动边界条件ꎬ建立了考虑双联星轮横向振动的弯扭耦合

动力学模型ꎬ分析了星轮支承刚度对系统均载特性的影响

规律ꎬ为两级星型齿轮传动系统支承结构的设计提供了理

论支撑ꎮ

１　 两级星型齿轮传动系统

两级星型齿轮传动系统结构ꎬ如图 １所示ꎮ 其中太阳

轮 Ｚ１为输入轮ꎬ星型轮 Ｚ２与星型轮 Ｚ３为双联齿轮ꎬ它们以

太阳轮为中心均匀分布ꎻ内齿圈 Ｚ４为输出轮ꎬ与太阳轮 Ｚ１
同轴ꎮ 输入功率经由太阳轮 Ｚ１分流给 Ｎ 个星型轮 Ｚ２ꎬ又
经过星型轮 Ｚ３汇流到内齿圈 Ｚ４输出ꎮ
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图 １　 两级星型齿轮

结构示意图

２　 两级星型齿轮传动系统动力学建模

２.１　 双联齿轮弯扭耦合振动边界条件

在两级星型齿轮传动系统中ꎬ由于内外齿轮副啮合线

为两条空间异面直线ꎬ使得双联星轮两端受到不同方向的

力ꎬ产生了复杂的空间运动ꎮ 因此ꎬ在以往的两级星型传

动系统动力学模型中ꎬ通常假设双联星轮支承刚度很大ꎬ
忽略了星轮的横向位移以简化建模过程ꎮ 为考虑双联星

轮横向振动对系统动力学的影响ꎬ本文根据平移与扭转变

形的变形协调关系ꎬ将双联齿轮横向振动当量为扭转振

动ꎬ形成双联齿轮弯扭耦合边界条件:
θｅｑ ＝ ｘ / ｒｂ (１)

式中:θｅｑ为星轮当量扭转角ꎻｘ 为星轮弯曲振动位移量ꎻｒｂ
为星轮基圆半径ꎮ

根据星型齿轮传动系统实际结构绘制双联齿轮静态

受力图ꎬ如图 ２所示ꎮ
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图 ２　 双联齿轮静态受力图

根据图示结构ꎬ利用材料力学应变能计算方法ꎬ计算

双联齿轮弯曲与扭转变形时的应变能ꎬ并结合应变能等量

关系ꎬ形成当量扭转刚度的计算方法:

ｋｅｑ ＝
ｋｒ(θＡｓｔ－θＤｓｔ)＋ＦＡｘＡｓｔ＋ＦＤｘＤｓｔ
(θＡｓｔ－ｘＡｓｔ / ｒｂ２)－(θＤｓｔ－ｘＤｓｔ / ｒｂ３)

(２)

式中:ｋｅｑ为双联轴当量扭转刚度ꎻθＡｓｔ、θＤｓｔ分别为双联轴两

端齿轮受静态力时扭转角ꎻｘＡｓｔ、ｘＤｓｔ分别为双联轴两端齿

轮受静态力时沿啮合线方向的位移ꎻｋｒ为双联轴扭转刚

度ꎻＦＡ为星型轮 Ｚ２所承受的合力ꎻＦＤ为星型轮 Ｚ３所承受

的合力ꎬｒｂ２、ｒｂ３分别为星型轮 Ｚ２与星型轮 Ｚ３的基圆半径ꎮ

２.２　 两级星型齿轮传动系统弯扭耦合动力

学模型

　 　 将两级星型齿轮传动系统简化得到系统等效力学模

型ꎬ如图 ３所示ꎮ 在简化模型中将星型齿轮机构的各构件

均看作刚体ꎬ并且太阳轮 Ｚ１、内齿圈 Ｚ４、两级星型齿轮

(Ｚ２ｉ、Ｚ３ｉ)为基本浮动构件ꎮ 啮合副处及支承处的弹性变

形用等效弹簧刚度表示ꎬ图中 Ｋ１－２ｉ表示太阳轮与星型轮

Ｚ２之间的轮齿啮合刚度ꎬＫ４－３ｉ表示内齿圈与星型轮 Ｚ３之间的

轮齿啮合刚度ꎻＫｘ１(Ｋｙ１)和 Ｋｘ４(Ｋｙ４)分别表示太阳轮 Ｚ１与内

齿圈 Ｚ４支承处横向(纵向)的等效弹簧刚度ꎮ 其中 Ｋ２ｉ表示星

型轮 Ｚ２在啮合线方向的等效支承刚度ꎬＫ３ｉ表示星型轮 Ｚ３在
啮合线方向的等效支承刚度ꎬＫｉ表示双联齿轮轴的扭转刚度ꎮ
此系统共有(６＋４Ｎ)个自由度ꎬ其广义坐标如下:

Ｘ＝ θ１ꎬｘ１ꎬｙ１ꎬθ２ｉꎬθ３ｉꎬｘ２ｉꎬｘ３ｉꎬθ４ꎬｘ４ꎬｙ４[ ] Ｔꎮ
其中:θ１为太阳轮扭转的微转角ꎻｘ１为太阳轮中心横向微位

移ꎻｙ１为太阳轮中心纵向微位移ꎻθ２ｉ为第一级第 ｉ 个星型轮扭

转的微转角ꎻθ３ｉ为第二级第 ｉ 个星型轮扭转的微转角ꎻｘ２ｉ为第

一级第 ｉ 个星型轮中心的啮合线方向微位移ꎻｘ３ｉ为第二级第 ｉ
个星型轮中心的啮合线方向微位移ꎻθ４为内齿圈扭转的微转

角ꎻｘ４为内齿圈中心横向微位移ꎻｙ４为内齿圈中心横向微位

移ꎻ本文中下标 ｉ 表示不同支路(ｉ＝１ꎬ２ꎬ３)ꎮ
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图 ３　 星型齿轮传动系统等效动力学模型

２.３　 系统运动微分方程

根据系统结构布置位置ꎬ由几何分析可得如下啮合线

方向的位移:
ｘｎ１－２１ ＝θ１ｒｂ１＋ｘ１ｃｏｓ(π－αω)＋ｙ１ｓｉｎ(π－αω)－(θ２１ｒｂ２１＋ｘ２１)－ｅ１－２１

ｘｎ１－２２ ＝ θ１ ｒｂ１＋ｘ１ｃｏｓ
５π
３
－αω( ) ＋ｙ１ｓｉｎ ５π３ －αω( ) －

(θ２２ ｒｂ２２＋ｘ２２)－ｅ１－２２

ｘｎ１－２３ ＝ θ１ ｒｂ１＋ｘ１ｃｏｓ
７π
３
－αω( ) ＋ｙ１ｓｉｎ ７π３ －αω( ) －

(θ２３ ｒｂ２３＋ｘ２３)－ｅ１－２３
ｘｎ４－３１ ＝(θ３１ｒｂ３１＋ｘ３１)－ｅ４－３１－(θ４ｒｂ４＋ｘ４ｃｏｓαＮ＋ｙ４ｓｉｎαＮ)　 (３)

ｘｎ４－３２ ＝(θ３２ ｒｂ３２＋ｘ３２)－ｅ４－３２－ θ４ ｒｂ４＋ｘ４ｃｏｓ
２π
３
＋αＮ( ) ＋[

ｙ４ｓｉｎ
２π
３
＋αＮ( ) ]

ｘｎ４－３３ ＝(θ３３ ｒｂ３３＋ｘ３３)－ｅ４－３３－ θ４ ｒｂ４＋ｘ４ｃｏｓ
４π
３
＋αＮ( ) ＋[

ｙ４ｓｉｎ
４π
３
＋αＮ( ) ]
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式中:ｒｂ１为太阳轮的基圆半径ꎻｒｂ２、ｒｂ３分别为星型轮 Ｚ２、星
型轮 Ｚ３的基圆半径ꎻｒｂ４为内齿圈的基圆半径ꎻαｗ、αＮ分别

表示外啮合齿轮副与内啮合齿轮副的啮合角ꎻｘｎ１－２ｉ、ｘｎ４－３ｉ
分别表示外、内齿轮副沿啮合线方向的位移ꎻｅ１－２ｉ、ｅ４－３ｉ分
别表示外、内齿轮副间的准静态传递误差ꎮ

根据上述啮合线位移分析ꎬ易得各齿轮副间的动态啮

合力为

Ｆｄ１－２１ ＝ ｃ１－２１ ｘ


ｎ１－２１＋ｋ１－２１ｘｎ１－２１

Ｆｄ１－２２ ＝ ｃ１－２２ ｘ


ｎ１－２２＋ｋ１－２２ｘｎ１－２２

Ｆｄ１－２３ ＝ ｃ１－２３ ｘ


ｎ１－２３＋ｋ１－２３ｘｎ１－２３

Ｆｄ４－３１ ＝ ｃ４－３１ ｘ


ｎ４－３１＋ｋ４－３１ｘｎ４－３１

Ｆｄ４－３２ ＝ ｃ４－３２ ｘ


ｎ４－３２＋ｋ４－３２ｘｎ４－３２

Ｆｄ４－３３ ＝ ｃ４－３３ ｘ


ｎ４－３３＋ｋ４－３３ｘｎ４－３３
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ï
ï
ï
ïï

ï
ï
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(４)

式中:Ｆｄ１－２ｉ、Ｆｄ４－３ｉ分别表示外、内齿轮副间的动态啮合力ꎻ
ｃ、ｋ 分别表示齿轮副间等效阻尼与等效弹簧刚度ꎮ

根据 ２.２节中系统动力学模型可推得系统运动微分

方程:

Ｉ１θ

１＋ｒｂ１(Ｆｄ１－２１＋Ｆｄ１－２２＋Ｆｄ１－２３)＝ Ｔ１

ｍ１ｘ

１＋ｃｘ１ ｘ


１＋ｋｘ１ｘ１ ＝Ｆｄ１－２１ｃｏｓ(－αｗ)＋

Ｆｄ１－２２ｃｏｓ
２π
３
－αｗ( ) ＋Ｆｄ１－２３ｃｏｓ ４π３ －αｗ( )

ｍ１ｙ

１＋ｃｙ１ ｙ


１＋ｋｙ１ｙ１ ＝Ｆｄ１－２１ｓｉｎ(－αｗ)＋

Ｆｄ１－２２ｓｉｎ
２π
３
－αｗ( ) ＋Ｆｄ１－２３ｓｉｎ ４π３ －αｗ( )

Ｉ２ｉθ

２ｉ ＝ －ｃｉ θ


２ｉ－θ

３ｉ－

ｘ２ｉ
ｒｂ２ｉ
＋
ｘ３ｉ
ｒｂ３ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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ë
êê

ù

û
úú －

ｋｉ θ２ｉ－θ３ｉ－
ｘ２ｉ
ｒｂ２ｉ
＋
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ø
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úú ＋Ｆｄ１－２ｉ ｒｂ２ｉ

Ｉ３ｉθ

３ｉ ＝ ｃｉ θ


２ｉ－θ

３ｉ－

ｘ

２ｉ

ｒｂ２ｉ
＋
ｘ

３ｉ

ｒｂ３ｉ
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è
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ø
÷
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ｋｉ θ２ｉ－θ３ｉ－
ｘ２ｉ
ｒｂ２ｉ
＋
ｘ３ｉ
ｒｂ３ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú －Ｆｄ４－３ｉ ｒｂ３ｉ

ｍ２ｉｘ

２ｉ＋ｃ２ｉ ｘ


２ｉ＋ｋ２ｉｘ２ｉ ＝Ｆｄ１－２ｉ

ｍ３ｉｘ

３ｉ＋ｃ３ｉ ｘ


３ｉ＋ｋ３ｉｘ３ｉ ＝ －Ｆｄ４－３ｉ

Ｉ４ θ

４－ｒｂ４(Ｆｄ４－３１＋Ｆｄ４－３２＋Ｆｄ４－３３)＝ －Ｔ２

ｍ４ｘ

４＋ｃｘ４ ｘ


４＋ｋｘ４ｘ４ ＝Ｆｄ４－３１ｃｏｓ(αＮ)＋

Ｆｄ４－３２ｃｏｓ
８π
３
＋αＮ( ) ＋Ｆｄ４－３３ｃｏｓ １０π３ ＋αＮ( )

ｍ４ｙ

４＋ｃｙ４ ｙ


４＋ｋｙ４ｙ４ ＝Ｆｄ４－３１ｓｉｎ(αＮ)＋

Ｆｄ４－３２ｓｉｎ
８π
３
＋αＮ( ) ＋Ｆｄ４－３３ｓｉｎ １０π３ ＋αＮ( )
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式中:Ｉ１、Ｉ２ｉ分别为太阳轮与星型轮 Ｚ２的转动惯量ꎻＩ３ｉ、Ｉ４
分别为星型轮 Ｚ３与内齿圈的转动惯量ꎻｍ１、ｍ２ｉ分别为太

阳轮与星型轮 Ｚ２的质量ꎻｍ３ｉ、ｍ４分别为星型轮 Ｚ３与内齿

圈的质量ꎻＴ１为太阳轮的驱动转矩ꎻＴ２为内齿圈的负载

转矩ꎮ

３　 均载特性分析

３.１　 均载系数计算方法

在两级星型齿轮传动系统中ꎬ存在多支路分汇流结

构ꎬ各支路间载荷分配的均衡性直接影响系统的工作性能

与寿命ꎮ 通常采用均载系数表征传动系统的不同支路间

载荷分配的均匀性ꎮ 本文给出两级星型齿轮传动系统均

载系数定义如下:

ΩＷ ＝ ｎｐｍａｘ(ＣｄＷ１ꎬＣｄＷ２ꎬꎬＣｄＷｎｐ ) /∑
ｎｐ

ｉ
ＣｄＷｉ

ΩＮ ＝ ｎｐｍａｘ(ＣｄＮ１ꎬＣｄＮ２ꎬꎬＣｄＮｎｐ ) /∑
ｎｐ

ｉ
ＣｄＮｉ

{ (６)

式中:ΩＷ(ΩＮ )表示系统外 (内)齿轮副均载系数ꎻＣｄＷｉ

(ＣｄＮｉ)表示第 ｉ 支路外(内)齿轮副动态啮合力的均方根

值ꎻｎｐ表示两级星型齿轮系统总支路数ꎮ

３.２　 不同均载分析模型对比分析

为研究星轮横向振动对系统均载的影响ꎬ本文以两级

星型齿轮传动系统为研究对象ꎬ分别利用未考虑星轮横向

振动以及考虑星轮横向振动的均载分析模型ꎬ开展系统均

载特性分析ꎮ 具体系统参数如表 １所示ꎮ
表 １　 两级星型齿轮系统基本参数

基本参数 太阳轮 星型轮 ２ 星型轮 ３ 内齿轮

模数 ｍ / ｍｍ １.５ １.５ １.５ １.５

齿数 ｚ １８ ４７ ２８ ９３

输入功率 / ｋＷ １０

输入转速 / ( ｒ / ｍｉｎ) ３ ０００

　 　 根据系统基本参数ꎬ以准静态传递误差为动力学激

励[９]ꎬ利用龙格库塔法ꎬ开展系统响应分析ꎬ获得两种模型下

系统各支路的动态啮合力ꎬ如图 ４所示ꎮ 其中线 １表示第 １
支路动态啮合力ꎬ线 ２表示第 ２支路动态啮合力ꎬ线 ３表示第

３支路动态啮合力(本刊为黑白印刷ꎬ如有疑问请咨询作者)ꎮ
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图 ４　 系统各支路的动态啮合力时域图
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机械制造 吕世恒ꎬ等星轮支承刚度对两级星型齿轮传动系统均载特性的影响

由上述分析可知ꎬ两种均载模型所计算的动态啮合力

变化规律一致ꎬ证明了本文所提出的均载分析模型具有合

理性ꎮ 其中值得注意的是ꎬ在未考虑星轮横向振动的均载

分析模型中ꎬ外齿轮副的均载系数为 １.０５９ꎬ内齿轮副的均

载系数为 １.０４２ꎻ而在考虑星轮横向振动的均载分析模型

中ꎬ外齿轮副的均载系数为 １.０４５ꎬ内齿轮副的均载系数为

１.０３４ꎬ其结果均小于未考虑星轮横向振动的均载分析模

型ꎮ 这主要是因为在未考虑星轮横向振动的均载分析模

型中存在星轮支承刚度无穷大的假设ꎬ星轮无法自由浮

动ꎬ进而无法补偿由于制造、安装和受载变形等因素引起

的各类误差ꎬ导致均载分析结果偏大ꎮ

３.３　 星轮支承刚度对系统均载特性的影响

规律研究

　 　 根据系统基本参数ꎬ取双联星轮的支承刚度连续变

化ꎬ开展星轮支承刚度对系统均载特性的影响规律研究ꎬ
分析结果如图 ５所示ꎮ
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图 ５　 系统均载系数随星轮支承刚度变化图

由图 ５可知ꎬ随着星轮 ２ 支承刚度的增大ꎬ系统内外

齿轮副均载系数均逐渐增大ꎬ但变化速度逐渐变缓ꎬ当星

轮 ２支承刚度>１０８ Ｎ / ｍ后ꎬ系统内外齿轮副均载系数逐

渐逼近未考虑星轮横向振动均载分析模型的计算结果ꎻ
系统内外齿轮副均载系数对星轮 ３ 支承刚度的变化不

敏感ꎮ

４　 结语

本文针对两级星型齿轮传动系统ꎬ提出了双联齿轮弯

扭耦合振动边界条件ꎬ建立了考虑双联星轮横向振动的弯

扭耦合动力学模型ꎬ开展了星轮支承刚度对两级星型齿轮

传动系统均载特性影响分析ꎮ 研究结论如下:
１)考虑星轮横向振动的均载分析模型ꎬ消除了星轮

支承刚度足够大的假设ꎬ与实际模型更接近ꎮ
２)减小星轮支承刚度ꎬ可以有效地改善系统均载性

能ꎬ相比星轮 ３支承刚度ꎬ星轮 ２ 支承刚度对系统均载系

数的影响更大ꎮ
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