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摘　 要:以单齿轮副面齿轮分扭传动机构为研究对象ꎬ分析系统中的受力及变形ꎬ建立包含承

载变形的面齿轮接触轨迹方程ꎮ 根据赫兹接触理论计算了接触斑点ꎬ获得承载变形对面齿轮

副接触斑点位置的影响规律ꎮ 运用 Ａｎｓｙｓ 软件对机构中的接触斑点进行仿真分析ꎬ理论分析

获得的齿面接触斑点与仿真获得的接触斑点分布规律基本一致ꎮ
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０　 引言

面齿轮传动具有传动比大、可靠性高和结构紧凑等诸

多优点ꎬ在航空、船舶等高速、重载机械传动领域具有良好

的应用前景ꎮ 美国军方已将面齿轮应用于直升机主减速

器中ꎮ ＬＩＴＶＩＮ Ｆ Ｌ等[１－２]研究了面齿轮的齿面方程、齿宽

特征和接触分析ꎻ谭武中等[３]分析了面齿轮在直升机传

动系统中的应用前景ꎻ汪中厚等[４]研究了正交面齿轮副

的接触斑点及传递误差ꎮ
在面齿轮分扭传动机构方面ꎬＢＯＳＳＬＥＲ Ｒ Ｂ[５]提出了

一种具有两个功率提取路径传递转矩的齿轮装置ꎮ 赵宁

等[６]分析了同轴面齿轮传动系统的静态均载特性ꎻ在面

齿轮制造方面ꎬ王延忠等[７]提出使用蝶形刀具通过磨削

的方式来加工面齿轮ꎻ唐进元团队[８]提出了面齿轮的插

铣加工及刨削加工ꎮ
由上述分析可知ꎬ对于传动系统中同时包含多个面齿

轮副且考虑承载变形的接触特性影响因素的研究尚且欠

缺ꎮ 因此ꎬ本文首先根据受力分析了机构中的承载变形ꎻ
建立了包含承载变形的面齿轮副接触轨迹方程ꎻ获得了承

载变形对接触斑点在面齿轮齿面上位置的影响规律ꎻ并通

过有限元分析对该理论方法进行了验证ꎮ

１　 传动机构的承载变形分析

在图 １中ꎬ动力通常由圆柱齿轮输入ꎬ并将功率分流

至两个面齿轮ꎮ 然而ꎬ由圆柱齿轮流向两个面齿轮的功率

往往不均等ꎬ从而影响到面齿轮的接触ꎬ并最终影响系统

的寿命ꎮ 为分析载荷分配对上下两个面齿轮副接触斑点

的影响ꎬ需要对机构中的受力情况进行分析ꎮ

��TD�
LTD�

LTD�

图 １　 单齿轮副分扭传动机构模型

如图 ２所示ꎬ将啮合力分解ꎬ获得面齿轮的轴向力和

切向力ꎮ 对面齿轮 ２ꎬ两个分别为 Ｆｚ２１和 Ｆｘ ２１ꎬ面齿轮 ３则
为 Ｆｚ ３ １和 Ｆｘ３ １ꎮ 面齿轮 ２ 和面齿轮 ３ 相应于圆柱齿轮的

反作用力分别为 Ｆｙ１２、Ｆｘ１２、Ｆｙ１３和 Ｆｘ１３ꎮ
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图 ２　 传动机构的受力分析示意图

　 　 根据理论力学中力的平移理论ꎬ作用在刚体上的力可

以平移到任一点ꎬ但必须附加一个力偶ꎬ使力偶矩等于原

力对新作用点之矩ꎮ 如图 ３ 所示ꎬ以圆柱齿轮为研究对

象ꎬ当 Ｆｙ１２和 Ｆｙ１３不能在 ｙ１方向平衡时ꎬ圆柱齿轮 １的支撑

轴将在 ｙ１方向产生径向变形 ａｙ１ꎻ同时ꎬ圆柱齿轮 １的支撑

轴受到(Ｆｙ１２－Ｆｙ１３)引起的弯矩 Ｍｙ１作用ꎬ会在 ｙ１ ｚ１平面内

产生弯曲变形 ｂｙ１ꎮ 同样ꎬＦｘ１２和 Ｆｘ１３不能在 ｘ１方向平衡

时ꎬ圆柱齿轮 １的支撑轴将在 ｘ１方向上产生径向变形 ａｘ１ꎬ
此时在(Ｆｘ１２ －Ｆｘ１３)引起的弯矩 Ｍｘ１的作用下ꎬ圆柱齿轮 １
的支撑轴会在 ｘ１ ｚ１平面内产生弯曲变形 ｂｘ １ꎮ 在驱动转矩

Ｔ１和反作用转矩(Ｆｘ１２＋Ｆｘ １ ３) ｒ１的作用下ꎬ小齿轮的支撑轴

会产生扭转变形 ｓ１ꎮ
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图 ３　 圆柱齿轮力的

简化示意图

如图 ４ 所示ꎬ以面齿轮 ２ 为研究对象ꎬ切向力 Ｆｘ ２１使

得面齿轮 ２的支撑轴在 ｘ２方向上产生径向变形 ａｘ ２１ꎻ在切

向力 Ｆｘ ２１产生的弯矩 Ｍｘ２的作用下ꎬ面齿轮 ２ 的支撑轴会

在 ｘ２ ｚ２平面内产生扭转变形 ｂｘ ２１ꎻ在轴向力 Ｆｚ２１的作用下ꎬ
面齿轮 ２的支撑轴会在 ｚ２方向上产生轴向变形 ａｚ２ꎬ同时

轴向力 Ｆｚ２１会在 ｙ２ ｚ２平面内产生弯矩 Ｍｚ２ꎬ并在 ｙ２ ｚ２平面内

使得面齿轮轴线产生倾转角变形 ｂｚ２１ꎮ 此外ꎬ支撑轴还存

在扭转变形 ｓ２ꎮ
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图 ４　 面齿轮力的简化示意图

２　 包含承载变形的齿面接触轨迹
方程

　 　 根据已有研究成果[９] ꎬ可将各项承载变形转换为安

装误差ꎮ 如图 ５和图 ６所示ꎬ假设圆柱齿轮和面齿轮无承

载变形时的坐标系分别为 Ｓｇｃ和 Ｓｆｃꎬ有承载变形发生的坐

标系分别为 Ｓｇｃ′和 Ｓｆｃ′ꎮ 那么通过坐标转换可以得到对于

两个坐标系之间的转换关系ꎮ
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图 ５　 圆柱齿轮变形量的转化
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图 ６　 面齿轮变形量的转化

在圆柱齿轮坐标系 Ｓｇ中ꎬ圆柱齿轮的齿面∑ｇ和面齿

轮的齿面∑ｆ在接触点处应有相同的位置向量和法线向

量ꎬ其在数学上的表达式为

ｒｇ(１)(ｕ１ꎬθ１ꎬφ１)＝ ｒｇ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ｎｇ(１)(θ１ꎬφ１)＝ ｎｇ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )
{ (１)

式中:ｒｇ(１)(ｕ１ꎬθ１ꎬφ１)和ｎｇ(１)(θ１ꎬφ１)分别为圆柱齿轮坐标

系 Ｓｇ中圆柱齿轮齿面∑ｇ上的接触点位置向量和法向向

量ꎻｒｇ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )和ｎｇ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )分别为圆柱齿轮坐

标系 Ｓｇ中面齿轮齿面∑ｆ接触点位置向量和法向向量ꎮ 根

据已有的坐标系转换关系ꎬ可得

ｒｇ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )＝ Ｍｇｃꎬｆｒｆ(θｓꎬφｓ)

ｎｇ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )＝ Ａｇｃꎬｆｎｆ(θｓꎬφｓ){ (２)

式中:Ｍｇｃꎬｆ为面齿轮与圆柱齿轮之间的坐标转换矩阵ꎻ
Ａｇｃꎬｆ为 Ｍｇｃꎬｆ前三行、前三列所组成的子矩阵ꎮ 将式(２)代
入式(１)中可获得包含变形量的面齿轮副啮合点应满足

的方程ꎬ即
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ｒｇｘ(１)(ｕ１ꎬθ１ꎬφ１)＝ ｒｇｘ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ｒｇｙ(１)(ｕ１ꎬθ１ꎬφ１)＝ ｒｇｙ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ｒｇｚ(１)(ｕ１ꎬθ１ꎬφ１)＝ ｒｇｚ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ｎｇｘ(１)(θ１ꎬφ１)＝ ｎｇｘ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ｎｇｙ(１)(θ１ꎬφ１)＝ ｎｇｙ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ｎｇｚ(１)(θ１ꎬφ１)＝ ｎｇｚ(２)(θｓꎬφｓꎬφ′ｆ )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(３)

式中:ｒｇｘ(１) 、ｒｇｙ(１) 、ｒｇｚ(１)和ｒｇｘ(２) 、ｒｇｙ(２) 、ｒｇｚ(２)分别表示ｒｇ(１)和ｒｇ(２)的分

量ꎻｎｇｘ(１) 、ｎｇｙ(１) 、ｎｇｚ(１)和ｎｇｘ(２) 、ｎｇｙ(２) 、ｎｇｚ(２)分别表示ｎｇ(１)和ｎｇ(２)的
分量ꎮ 求解式(３)可获得面齿轮齿面方程中的参数θｓ和
φｓꎬ带入到面齿轮齿面方程即可获得面齿轮齿面上的接

触点ꎮ

３　 承载变形对接触斑点的影响

根据弹性体的接触理论以及点接触面齿轮副中的齿

面几何特性ꎬ可获得圆柱齿轮与面齿轮啮合副齿面接触点

处的接触椭圆的长、短半轴的计算公式为

ａ０ ＝ｕ
３

１.５Ｆｎ
(Ｋ１１＋Ｋ１２＋Ｋ２１＋Ｋ２２)

(
１－μ２１
Ｅ１
＋
１－μ２２
Ｅ２
)

ｂ０ ＝ ｖ
３

１.５Ｆｎ
(Ｋ１１＋Ｋ１２＋Ｋ２１＋Ｋ２２)

(
１－μ２１
Ｅ１
＋
１－μ２２
Ｅ２
)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(４)

式中:μ１、Ｅ１和μ２、Ｅ２分别为圆柱齿轮和面齿轮材料的泊松

比、弹性模量ꎻＫ１１、Ｋ１２和Ｋ２１、Ｋ２２分别为圆柱齿轮和面齿轮

在啮合点处的主曲率ꎻｕ 和 ｖ 为椭圆积分函数ꎬ可根据求

得的 τ 数值查椭圆积分系数表[１０]获得ꎮ 参数 τ 为

τ＝ (Ｋ１１－Ｋ１２)
２＋２(Ｋ１１－Ｋ１２)(Ｋ２１－Ｋ２２)ｃｏｓ(２φ１)＋(Ｋ２１－Ｋ２２) ２

Ｋ１１＋Ｋ１２＋Ｋ２１＋Ｋ２２
(５)

根据以上理论ꎬ对系统中的接触椭圆进行计算ꎬ本文

所使用的参数如表 １所示ꎮ

表 １　 系统的结构参数

参数 数值

模数 ｍ / ｍｍ ４

压力角 α / ( °) ２０

刀具齿数Ｎｓ ４４

小齿轮齿数Ｎ１ ４２

面齿轮齿数Ｎｆ １３１

内半径 / ｍｍ ２５０

外半径 / ｍｍ ２７５

法向载荷Ｆｎ / Ｎ ５ ０００

　 　 定义面齿轮 ２处和面齿轮 ３ 处的面齿轮副分别为面

齿轮副 ２和齿轮副 ３ꎮ 为研究承载变形对机构中每个面

齿轮副接触斑点的影响ꎬ分别计算了圆柱齿轮承载变形

(包括 ａｘ１、ａｙ１、ｂｘ１、ｂｙ１和 ｓ１)和面齿轮承载变形(包括 ａｘ２１、
ａｚ２、ｂｚ２１、ｂｘ２１和 ｓ２)对各面齿轮副接触椭圆的影响ꎮ 计算结

果如图 ７－图 ９所示ꎻ数据统计结果如表 ２－表 ４ 所示ꎮ 表

中最后一行表示无变形时接触斑点中心在面齿轮齿面上

的原始位置ꎮ
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图 ７　 圆柱齿轮变形对面齿轮副 ２
接触斑点的影响
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机械制造 高润稼ꎬ等驱动方式与轮径差对悬挂式单轨车轮磨耗的影响分析

当走行轮存在初始轮径差时ꎬ在运行过程中大轮的磨耗功基

本都高于小轮ꎬ且二者的差值随初始轮径差的增大而增大ꎮ
３)走行轮出现轮径差后ꎬ大轮的磨耗比小轮大ꎬ大轮轮

径减小的程度比小轮快ꎬ二者之间的轮径差有减小的趋势ꎬ
说明走行轮的轮径差不会随着车辆的运行进一步加大ꎮ

参考文献:
[１] 朱鹏飞. 悬挂式单轨交通的发展现状与应用展望[Ｊ] . 现代城

市轨道交通ꎬ２０２０(４):９６￣１００.
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[４] 黄继刚ꎬ于丽波ꎬ杨正林. 跨座式单轨走行轮轮胎工作模态与

偏磨 关 系 研 究 [ Ｊ ] . 机 械 科 学 与 技 术ꎬ ２０１９ꎬ ３８ ( ８ ):
１２８２￣１２８８.

[５] 文孝霞ꎬ杜子学ꎬ申震ꎬ等. 单轨车辆参数对轮胎磨损的影响
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(上接第 ９页)
　 　 １)差速齿轮传动系统从定轴状态到差动状态时ꎬ动
态啮合力的幅值先快速衰减ꎬ之后保持不变ꎬ动态啮合力

随时间周期变化ꎮ
２)传动系统从定轴状态到差动状态下ꎬ动态啮合力

振幅在快速衰减阶段的最大值会随着差动输入转速大小

和方向的变化而变化ꎻ正向时ꎬ最大动态啮合力随着转速

增大而减小ꎻ反向时ꎬ随着转速增大而增大ꎮ
３)不同差动输入下ꎬ进入周期变化阶段的动态啮合

力相较于定轴状态会发生变化ꎬ差动输入正向时ꎬ最大动

态啮合力增大ꎬ反之减小ꎬ且正向时ꎬ随着转速增大ꎬ最大

动态啮合力增大ꎬ反向时ꎬ随着转速增大而减小ꎮ
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(上接第 １３页)
　 　 ２)由于两个面齿轮的空间位置以及面齿轮副间的承

载力差异ꎬ相对于两个面齿轮来说ꎬ圆柱齿轮的承载变形

分为正值和负值ꎬ因此对两面齿轮齿面接触椭圆位置的影

响正好相反ꎻ圆柱齿轮与面齿轮副齿面接触椭圆对两齿轮

轴线夹角的变化最敏感ꎻ
３)为降低承载变形对接触斑点位置造成的影响ꎬ使

机构中的各个面齿轮副都具有良好的接触效果ꎬ应采取调

整措施使两支路载荷尽量均等ꎬ使接触斑点位于面齿轮齿

面中部ꎬ以延长机构的使用寿命ꎮ
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