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摘　 要:以差速齿轮传动系统为研究对象ꎬ建立动力学模型和系统振动微分方程ꎬ以齿轮副的

准静态传递误差作为系统的动态激励ꎬ通过 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ求解系统振动微分方程ꎬ开展了差

速齿轮传动系统从定轴状态到差动状态下ꎬ差动输入转速大小和方向对动态啮合力的影响规

律研究ꎮ 结果表明:差速齿轮传动系统从定轴状态到差动状态ꎬ动态啮合力的幅值先快速衰

减ꎬ之后保持不变ꎬ动态啮合力随时间周期变化ꎮ 差动输入正向时ꎬ快速衰减阶段的最大动态

啮合力随着转速增大而减小ꎻ反向时ꎬ随着转速增大而增大ꎮ 差动输入正向时ꎬ周期变化阶段

的最大动态啮合力随着转速增大而增大ꎻ反向时ꎬ随着转速增大而减小ꎮ
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０　 引言

差速齿轮传动系统具有结构紧凑、差速传动的特点ꎬ
因此被广泛应用于汽车、船舶等传动领域ꎮ 在准静态传递

误差的内部激励下ꎬ系统将产生复杂的振动特性ꎬ既增大

了噪声ꎬ也缩短了寿命ꎮ 为此ꎬ开展差动齿轮传动系统的

动力学特性研究具有重要意义ꎮ
国内外学者对差动齿轮传动系统动力学问题进行了

研究ꎮ 薛亮等[１]利用 ＡＤＡＭＳ 软件进行了差速齿轮传动

系统动力学仿真优化分析ꎮ 肖泽艳等[２－３]设计了对称式

行星差速齿轮传动系统ꎬ并对齿轮进行了静态和动态接触

分析ꎮ ＶＥＬＥＸ Ｐ 和 ＭＡＡＴＥＲ Ｍ 等[４]研究了齿轮制造和

安装误差对差速齿轮传动系统振动和噪声的影响ꎮ
目前ꎬ对差动齿轮传动系统的动力学研究主要集中在

定轴状态ꎬ对差动状态下的动力学特性研究较少ꎮ 本文以

差速齿轮传动系统为研究对象ꎬ建立了系统扭转振动模

型ꎬ分析了系统在准静态传递误差激励下从定轴状态到差

动状态的动力学响应ꎬ为差速齿轮传动系统的研制提供了

技术支持ꎮ

１　 传动系统结构及动力学模型

本文针对差速齿轮传动系统设计了如图 １ 所示的构

型方案ꎮ 其主要包括两个部分:固定齿轮箱和差速齿轮

箱ꎮ 原动机输入经过锥齿轮 １、锥齿轮 ２ 换向减速后ꎬ输

７
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出至锥齿轮 ３ꎬ差动输入直接作用在差动轮系中固定行星

架的箱体上ꎬ最终动力输出至中间锥齿轮 ４ꎮ
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图 １　 传动系统构型方案示意图

建立动力学模型如图 ２ 所示[５－７] ꎮ 在建立该模型时ꎬ
采用集中质量法ꎬ将原动机、联轴器、负载、齿轮、行星架等

作为集中质量来处理ꎬ不考虑轴的质量ꎬ将其处理为扭转

弹簧ꎬ并在齿轮啮合传动的过程中考虑齿轮间的啮合刚度

和啮合阻尼ꎮ
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图 ２　 差速齿轮传动系统动力学模型

２　 系统的振动微分方程

对于图 ２中的传动系统扭转振动动力学模型ꎬ以输入

转矩作用下各个构件产生的运动方向为各自角位移运动

的正方向ꎮ 不考虑连接轴自身的质量ꎬ将原动机、齿轮、联
轴器以及负载分别简化处理成具有转动惯量的元件ꎬ并考

虑齿轮 ４绕公转轴线方向的自由度ꎮ 所以该动力学模型

是具有 １０个自由度的扭转振动系统ꎬ其中 ９ 个自由度分

别描述了系统中的 ９个转动惯量元件(原动机、齿轮 １、齿

轮 ２、中间联轴器、齿轮 ３、齿轮 ４、齿轮 ５、行星架、负载)的
扭转振动位移θＭ、θ１、θ２、θＣ、θ３、θ４、θ５、θＨ、θＬꎬ１个自由度描

述了齿轮 ４绕公转轴线方向的扭转振动位移θｒꎮ
假设 ｅ 为系统齿轮副间的准静态传递误差ꎬ并用不同

的下标表示ꎮ 由几何分析可得系统齿轮副间沿啮合线方

向的位移如下:
ｘ１２ ＝Ｒ１θ１－Ｒ２θ２－ｅ１２
ｘ３４ ＝Ｒ３θ３－Ｒ４θ４－ｅ３４
ｘ４５ ＝Ｒ４θ４－Ｒ５θ５＋θｒ ｒｃｏｓα－ｅ４５

{ (１)

式中:ｘｉｊ表示齿轮 ｉ、 ｊ 间齿轮副沿啮合线方向的位移ꎻＲｉ表

示齿轮 ｉ 的基圆半径ꎻｅｉｊ表示齿轮 ｉ、 ｊ 间齿轮副的准静态

传递误差ꎮ
根据上述啮合线位移分析ꎬ易得各齿轮副间的动态啮

合力为

Ｗ１２ ＝ ｃ１２ ｘ

１２＋ｋ１２ｘ１２

Ｗ３４ ＝ ｃ３４ ｘ

３４＋ｋ３４ｘ３４

Ｗ４５ ＝ ｃ４５ ｘ

４５＋ｋ４５ｘ４５

ì
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(２)

式中:Ｗｉｊ表示齿轮 ｉ、 ｊ 间齿轮副的动态啮合力ꎻｃｉｊ表示齿

轮 ｉ、 ｊ 间齿轮副的啮合阻尼ꎻｋｉｊ表示齿轮 ｉ、 ｊ 间齿轮副的

啮合刚度ꎮ
由此可推得系统动力学方程如下:

ＩＭ θＭ＋ｃ１( θ

Ｍ－θ

１)＋ｋ１(θＭ－θ１)＝ ＴＭ

Ｉ１ θ

１＋ｃ１( θ


１－θ

Ｍ)＋ｋ１(θ１－θＭ)＋Ｒ１Ｗ１２ ＝ ０

Ｉ２ θ

２＋ｃ２( θ


２－θ
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Ｃ＋ｃ２( θ


Ｃ－θ

２)＋ｃ３( θ


Ｃ－θ

３)＋ｋ２(θＣ－θ２)＋ｋ３(θＣ－θ３)＝ ０

Ｉ３ θ

３＋ｃ３( θ


３－θ

Ｃ)＋ｋ３(θ３－θＣ)＋Ｒ３Ｗ３４ ＝ ０
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４＋ｃ４( θ


４－θ

Ｌ)＋ｋ４(θ４－θＬ)－Ｒ４Ｗ３４＋Ｒ５Ｗ４５ ＝ ０

Ｉ５ θ

５－Ｒ５Ｗ４５ ＝ ０

ＩＬ θ

Ｌ＋ｃ４( θ


Ｌ－θ

４)＋ｋ４(θＬ－θ４)＝ －ＴＬ

ＩＨ θＨ＋ｃ５( θ

Ｈ－θ

ｒ) ｒ２＋ｋ５(θＨ－θｒ) ｒ２ ＝ＴＨ

Ｉｒ θ
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(３)
当差动输入为 ０时ꎬ此时控制行星架运动的箱体固定

不动ꎬ动力学方程变为
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Ｍ－θ

１)＋ｋ１(θＭ－θ１)＝ ＴＭ

Ｉ１ θ

１＋ｃ１( θ


１－θ

Ｍ)＋ｋ１(θ１－θＭ)＋Ｒ１Ｗ１２ ＝ ０
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(４)
式中:ＩＭ、Ｉ１、Ｉ２、ＩＣ、Ｉ３、Ｉ４、Ｉ５、ＩＨ、Ｉｒ、ＩＬ分别为 １０ 个集中转动

８



机械制造 胡东根ꎬ等差速齿轮传动系统的动态啮合力影响规律研究

惯量ꎻｃ１、ｃ２、ｃ３、ｃ４分别为各传动轴的扭转阻尼ꎻｃ５表示轴承

的支撑阻尼ꎻｋ１、ｋ２、ｋ３、ｋ４分别为各传动轴的扭转刚度ꎻｋ５
表示轴承的支撑刚度ꎻｃ１２、ｃ３４、ｃ４５分别为各齿轮副的啮合

阻尼ꎻｋ１２、ｋ３４、ｋ４５分别为各齿轮副的啮合刚度ꎻＴＭ和ＴＬ分别

为作用在原动机与负载上的转矩ꎻＴＨ表示差动输入的力

矩ꎻｒ 表示中间锥齿轮 ４ 到公转轴线的半径ꎻＷ１２、Ｗ３４、Ｗ４５
分别为各轮齿啮合的动态啮合力ꎮ

３　 传动系统的准静态传递误差分析

在齿轮啮合传动的过程中ꎬ准静态传递误差( ｓｔａｔｉｃ
ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｒｒｏｒꎬ ＳＴＥ)是齿轮传动系统中动力学关键激

励ꎬ在做传动系统动力学特性分析前ꎬ求得系统准静态传

递误差是必不可少的ꎮ 准静态传递误差定义为:“从动轮

实际位置与理想位置之间的差值”ꎬ理想位置指的是主、
从动轮均为理想渐开线齿廓且无弹性变形时从动轮的位

置ꎮ 准静态传递误差可表示为

ＳＴＥ ＝ δ２－δ１＋Δｆ∑ (５)
式中:δ 表示轮齿沿啮合线方向的变形量ꎬ下标 １ 和 ２ 分

别表示主动轮和从动轮ꎻΔ ｆ∑表示系统等效误差ꎬ主要由

齿形误差ｆｆ、中心距安装误差ｆａ、基节误差ｆｐｂ以及齿向误差

ｆｂ组成ꎮ 将上述 ４种误差沿啮合线方向拟合ꎬ有

Δｆ∑ ＝ ｆｐｂ×ｃｏｓａ＋ ( ｆ ２ｆ ＋ｆ ２ｂ) ＋ｆａｃｏｓａ (６)
针对本文研究的差速齿轮传动系统ꎬ计算其准静态传

递误差ꎬ其中定轴状态下传动系统的准静态传递误差曲线

如图 ３所示ꎮ 为方便后传动系统动力学特性分析ꎬ对准静

态传递误差曲线进行傅里叶拟合ꎬ得到傅里叶拟合的曲线

如图 ４所示ꎮ
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图 ３　 稳态下准静态传递误差
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图 ４　 傅里叶拟合曲线

４　 动态啮合力分析

在原动机正常工作时ꎬ主输入的功率为 １５ ｋＷꎬ转速为

６ ０００ ｒ / ｍｉｎꎮ针对振动微分方程式(４)采用四阶龙格－库塔方

法求解ꎬ然后将求解出的结果作为振动微分方程式(３)中各

变量的初始状态ꎬ并采用四阶龙格－库塔方法求解ꎬ然后根据

式(２)求解齿轮 ３、齿轮 ４间齿轮副从定轴状态到差动状态下

的动态啮合力ꎮ 动态啮合力幅值先快速衰减ꎬ后保持不变ꎬ
动态啮合力随时间周期变化ꎬ如图 ５所示ꎮ
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图 ５　 动态啮合力变化图

改变差动输入转速ꎬ分别求解系统在不同差动输入转

速下快速衰减阶段和周期变化阶段的最大动态啮合力ꎮ
结果表明:当差动输入正向时ꎬ快速衰减阶段的最大动态

啮合力随着转速增大而减小ꎻ反向时ꎬ随着转速增大而增

大ꎬ如图 ６所示ꎮ 当差动输入正向时ꎬ周期变化阶段的最

大动态啮合力随转速增大而增大ꎻ反向时ꎬ随着转速增大

而减小ꎬ如图 ７所示ꎮ
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图 ６　 快速衰减阶段最大动态

啮合力变化趋势图
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图 ７　 周期变化阶段最大动态

啮合力变化趋势图

５　 结语
本文根据设计的传动系统结构ꎬ建立传动系统的动力

学模型和系统振动微分方程ꎬ计算齿轮副的准静态传递误

差ꎬ并将其作为传动系统的动态激励ꎮ 通过 Ｍａｔｌａｂ /
Ｓｉｍｕｌｉｎｋ求解系统振动微分方程ꎬ改变差动输入转速的大

小和方向ꎬ进行动态啮合力分析ꎮ 结论如下:
(下转第 ３６页)
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机械制造 高润稼ꎬ等驱动方式与轮径差对悬挂式单轨车轮磨耗的影响分析

当走行轮存在初始轮径差时ꎬ在运行过程中大轮的磨耗功基

本都高于小轮ꎬ且二者的差值随初始轮径差的增大而增大ꎮ
３)走行轮出现轮径差后ꎬ大轮的磨耗比小轮大ꎬ大轮轮

径减小的程度比小轮快ꎬ二者之间的轮径差有减小的趋势ꎬ
说明走行轮的轮径差不会随着车辆的运行进一步加大ꎮ

参考文献:
[１] 朱鹏飞. 悬挂式单轨交通的发展现状与应用展望[Ｊ] . 现代城

市轨道交通ꎬ２０２０(４):９６￣１００.
[２] 王伟杰ꎬ任光胜ꎬ张经华. 跨座式单轨列车轮胎寿命的影响因

素分析[Ｊ] . 都市快轨交通ꎬ２００９ꎬ２２(４):８９￣９１.
[３] 王国林ꎬ郑州ꎬ张松ꎬ等. 跨座式单轨列车走行轮胎磨损控制

方法研究[Ｊ] . 机械工程学报ꎬ２０１８ꎬ５４(６):７８￣８５.

[４] 黄继刚ꎬ于丽波ꎬ杨正林. 跨座式单轨走行轮轮胎工作模态与

偏磨 关 系 研 究 [ Ｊ ] . 机 械 科 学 与 技 术ꎬ ２０１９ꎬ ３８ ( ８ ):
１２８２￣１２８８.

[５] 文孝霞ꎬ杜子学ꎬ申震ꎬ等. 单轨车辆参数对轮胎磨损的影响

及优化研究[Ｊ] . 机械设计与制造ꎬ２０１４(９):２１４￣２１７.
[６] 黄海波ꎬ靳晓雄ꎬ丁玉兰. 轮胎偏磨损机理及数值解析方法研

究[Ｊ] . 同济大学学报(自然科学版)ꎬ２００６ꎬ３４(２):２３４￣２３８.
[７] 马广宇ꎬ曾京ꎬ汪群生. 基于城际动车组的踏面磨耗预测及参

数优化[Ｊ] . 机械制造与自动化ꎬ２０１９ꎬ４８(４):３２￣３６.
[８] 吴健ꎬ王泽君ꎬ王友善ꎬ等. 基于摩擦功的全钢载重子午线轮

胎的磨耗性能研究[Ｊ] . 橡胶工业ꎬ２０１３ꎬ６０(２):８０￣８４.
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(上接第 ９页)
　 　 １)差速齿轮传动系统从定轴状态到差动状态时ꎬ动
态啮合力的幅值先快速衰减ꎬ之后保持不变ꎬ动态啮合力

随时间周期变化ꎮ
２)传动系统从定轴状态到差动状态下ꎬ动态啮合力

振幅在快速衰减阶段的最大值会随着差动输入转速大小

和方向的变化而变化ꎻ正向时ꎬ最大动态啮合力随着转速

增大而减小ꎻ反向时ꎬ随着转速增大而增大ꎮ
３)不同差动输入下ꎬ进入周期变化阶段的动态啮合

力相较于定轴状态会发生变化ꎬ差动输入正向时ꎬ最大动

态啮合力增大ꎬ反之减小ꎬ且正向时ꎬ随着转速增大ꎬ最大

动态啮合力增大ꎬ反向时ꎬ随着转速增大而减小ꎮ

参考文献:
[１] 薛亮. 基于 ＣＡＴＩＡ和 ＡＤＡＭＳ的轿车差速器参数化设计及仿

真[Ｄ]. 武汉:武汉理工大学ꎬ２０１１.
[２] 肖泽艳. 轿车差速器参数化设计与有限元分析[Ｄ]. 武汉:武

汉理工大学ꎬ２０１１.

[３] 何耀华ꎬ肖泽艳. 基于 ＣＡＴＩＡ的轿车差速器直齿圆锥齿轮的

参数化设计[Ｊ] . 兰州理工大学学报ꎬ２０１１ꎬ３７(４):４３￣４６.
[４] ＶＥＬＥＸ Ｐꎬ ＭＡＡＴＡＲ Ｍ. Ａ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ

ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈａｐｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｏｕｎｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｎ ｇｅａｒ
ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｕｒ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ１９９６ꎬ
１９１(５):６２９￣６６０.

[５] 李润方ꎬ王建军. 齿轮系统动力学:振动、冲击、噪声[Ｍ]. 北
京:科学出版社ꎬ１９９７.

[６] ＪＡＭＭＩ Ｓ. Ｇｅａｒ ｔｏｏｔｈ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｆｒｏｍ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ＡＧＭＡ ｓｔａｎｄａｒｄｓ [ Ｃ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ＡＳＭＥ
２０１３ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｄｅｓｉｇｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅꎬ Ｐｏｒｔｌａｎｄꎬ
Ｏｒｅｇｏｎꎬ ＵＳＡ:２０１４.

[７] ＣＨＡＡＲＩ Ｆꎬ ＨＢＡＥＩＢ Ｒꎬ ＦＡＫＨＦＡＫＨ Ｔꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｙｎａｍｉｃ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｎｅｔａｒｙ ｇｅａｒｓ ｂｙ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ
ｍｅｔｈｏｄ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇꎬ２００５ꎬ
４(１):３５￣４５.
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(上接第 １３页)
　 　 ２)由于两个面齿轮的空间位置以及面齿轮副间的承

载力差异ꎬ相对于两个面齿轮来说ꎬ圆柱齿轮的承载变形

分为正值和负值ꎬ因此对两面齿轮齿面接触椭圆位置的影

响正好相反ꎻ圆柱齿轮与面齿轮副齿面接触椭圆对两齿轮

轴线夹角的变化最敏感ꎻ
３)为降低承载变形对接触斑点位置造成的影响ꎬ使

机构中的各个面齿轮副都具有良好的接触效果ꎬ应采取调

整措施使两支路载荷尽量均等ꎬ使接触斑点位于面齿轮齿

面中部ꎬ以延长机构的使用寿命ꎮ

参考文献:
[１] ＬＩＴＶＩＮ Ｆ Ｌꎬ ＺＨＡＮＧ Ｙꎬ ＷＡＮＧ Ｊ Ｃꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｙ
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