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摘　 要:以单级直齿轮传动系统为研究对象ꎬ建立包含时变啮合刚度、综合误差、齿侧间隙的

横－扭－摆耦合 １０自由度非线性动力学模型ꎮ 详细推导并计算齿轮啮合过程中间隙、压力角和

中心距的动态数值ꎻ利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数法研究齿侧间隙与系统稳定性的关系ꎻ结合分岔图和庞

加莱映射图ꎬ研究齿侧间隙对系统振动特性的影响ꎮ 研究表明:工况一定时ꎬ随着齿侧间隙不

断增大ꎬ系统通过分岔和激变从单周期响应过渡到混沌ꎬ且通过分析得到了间隙的取值范围ꎬ
为工程设计提供了理论指导ꎮ
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０　 引言

齿轮作为一种重要的动力和运动传递装置ꎬ在各类机

械设备中都有广泛的应用ꎬ其振动特性会直接影响到设备

的运行性能和使用寿命ꎬ因而很有必要进行齿轮动力学研

究ꎮ 在建模过程中ꎬ部件的自由度逐渐增加ꎬ从纯扭转动

力学模型[１－２]到横扭耦合动力学模型[３－５] ꎬ再到三维全自

由度动力学模型[６－８] ꎻ盛冬平等[９]在研究过程中建立起一

种直齿轮副振动模型ꎬ在一定仿真分析基础上讨论了系统

分叉特性和转速、齿侧间隙参数的关系ꎮ 以上研究都是基

于定值参数进行分析的ꎬ实际上ꎬ齿轮的啮合角、间隙和时

变刚度等啮合参数在一定程度上会受到中心距变化的影

响[１０] ꎮ ＫＩＭ Ｗ等[１１]选择行星齿轮传动系统进行研究ꎬ进
行对比分析而确定出中心距改变情况下这种传动过程中啮

合角的变化情况ꎬ但在研究时未考虑到间隙ꎮ ＣＨＥＮ Ｓ Ｙ
等[１２]则具体讨论了间隙和中心距的相关性ꎬ与此同时还

根据问题特征而引入准静态模型ꎮ 王成等[１３]建立了齿轮

传动系统的动态参数多自由度动力学模型ꎬ并分析了动态

参数对系统的啮合刚度影响ꎮ
随着高精度数值计算技术的广泛应用ꎬ一些学者在齿

轮传动系统研究过程中也引入了这种技术ꎬ且建立相应的

非线性动力系统模型对这方面问题进行讨论ꎬ主要是在模

拟仿真基础上讨论其瞬态、稳态以及混沌特性ꎮ 在非线性

动力学领域ꎬ最常用的非线性动力学分析方法包括相空

间、相平面ꎬＰｏｉｎｃａｒé截面和全局分岔图等定性分析方法ꎬ
还包括分形维数、 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数等定量分析方法[１４] ꎮ
ＬＵ Ｊ Ｗ等[１５]考虑随机装配间隙ꎬ采用全局分岔图和最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分析了不同参数下齿轮的复杂运动状态ꎮ
学者们对单级直齿轮传动系统的振动已经做了大量

研究ꎬ但是ꎬ研究考虑动态参数的多自由度弯扭摆耦合振

动系统特性的文献较少ꎮ 因此ꎬ本文在前人研究基础上ꎬ
建立了包含时变啮合刚度、综合误差、动态齿侧间隙、动态
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中心距和动态压力角等因素的 １０自由度弯扭耦合非线性

振动模型ꎬ具体分析了系统非线性振动和动态齿侧间隙的

相关性ꎬ在一定对比基础上确定出齿侧间隙的经验值ꎬ为
相关齿轮设计和工程应用提供参考ꎮ

１　 横－扭－摆耦合非线性动力学模型
本文以某直行程智能式电动执行器中的关键传动齿

轮副为研究对象ꎬ具体如图 １(ａ)所示ꎮ 建立齿轮副的横－
扭－摆耦合非线性多自由度模型ꎮ 这种模型主要是针对

直齿定轴齿轮传动系统ꎬ在模型研究过程中讨论不同因素

影响下参数对系统振动的影响ꎬ主要因素包括齿轮几何偏

心、中心距位移和偏差等ꎬ考虑了由几何偏心引起的不平

衡惯性力、由旋转轴空间方位改变引起的陀螺力矩等ꎮ
渐开线直齿定轴齿轮传动的三维实体模型如图 １(ｂ)

所示ꎮ 在进行动力学建模时采用如下假设:
１)齿轮轮体为刚体ꎬ在运行过程中不会产生挠曲ꎬ齿

轮副基于啮合面进行耦合ꎻ
２)不考虑摆动自由度的影响ꎬ在运动过程中啮合面

和齿轮基圆一直保持相切ꎻ
３)渐开线直齿轮传动过程中ꎬ理论条件下不会产生

轴向分力ꎬ这样为简化处理ꎬ而对各齿轮主要考虑到两个

横向平移自由度、两个摆动自由度和一个扭转自由度ꎮ
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图 １　 渐开线直齿定轴齿轮传动实体模型

图 １显示出这种传动系统的三维动力学模型ꎬ分析可

知其中的坐标系分别为 Ｏｉｘｉｙｉ ｚｉ、Ｏｘｙｚꎬ二者分别为局部和

固定坐标系ꎮ Ａ１Ａ２ －Ｂ１Ｂ２ 为对应的啮合面ꎮ 对应的自由

度主要包括两个横移自由度ｘｉ和ｙｉꎬ两个摆动自由度θｘｉ和

θｙｉ以及一个扭转自由度θｚｉꎮ 图中ꎬＣｉ为质心ꎻｅｉ为偏心距ꎻφｉ０

为质心的初始转角ꎮ 下标 ｉ＝１代表齿轮 １ꎬｉ＝２代表齿轮 ２ꎮ

１.１　 动态参数计算

定轴齿轮传动三维动力学模型在 Ｏｘｙ 平面上的二维

投影模型如图 ２所示ꎮ 为便于分析ꎬ图中对偏心距和横向

位移均做了放大处理ꎮ 图中ꎬ虚线为初始时刻两齿轮的位

置ꎬ实线为任意时刻两齿轮的相对位置ꎬＭ１Ｎ１为任意时刻

齿轮的啮合线ꎬＬ 为任意时刻中心距ꎬα 为任意时刻啮合

角ꎬγ 为任意时刻相对位置角ꎮ
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图 ２　 定轴齿轮传动二维投影模型

分析图 ２可看出ꎬ各时刻情况下系 Ｏｘｙ 中质心Ｃ１和Ｃ２
的位置矢量Ｒ１和Ｒ２可通过如下表达式确定出:

Ｒ１ ＝(ｘ１＋ｅ１ｃｏｓ φ１) ｉ＋(ｙ１＋ｅ１ｓｉｎ φ２) ｊ (１)
Ｒ２ ＝(ｘ２＋ｅ２ｃｏｓ φ２) ｉ＋(ｙ２＋ｅ２ｓｉｎ φ２) ｊ (２)

式中:ｉ 和 ｊ 分别为固定坐标系 Ｏｘ 和 Ｏｙ 坐标轴上的单位

矢量ꎻφ１和φ２分别为各齿轮的转角ꎬφ１ ＝ θｚ１ ＋φ１０ꎬφ２ ＝ θｚ２ ＋
φ２０ꎻｌ 为初始时刻传动轴中心距ꎬ考虑加工、装配过程中存

在的安装偏差ꎬｌ 可表示为

ｌ＝ ｌｓ＋ｅａ ＝
ｍ( ｚ１＋ｚ２)
２

＋ｅａ (３)

式中:ｌｓ为齿轮副的理论中心距ꎻｅａ为中心距偏差ꎻｚ１和ｚ２分
别为齿轮 １和齿轮 ２的齿数ꎻｍ 为模数ꎮ

齿轮副任意时刻的动态中心距为各齿轮质心位置矢

量之差的模:

Ｌ＝ Ｒ２－Ｒ１ ＝
　
( ｌ＋Δｘ) ２＋Δｙ２ (４)

式中 Δｘ 和 Δｙ 分别为:
Δｘ＝ ｘ２＋ｅ２ｃｏｓ φ２－ｘ１－ｅ１ｃｏｓ φ１ (５)
Δｙ＝ ｙ２＋ｅ２ｓｉｎ φ２－ｙ１－ｅ１ｓｉｎ φ２ (６)

由齿轮副的动态中心距得任意时刻啮合角ꎬ即动态啮

合角:

α＝ｃｏｓ－１
ｒｂ１＋ｒｂ２

Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (７)

齿轮之间相对位置和啮合压力角的变化会引起齿侧

间隙的实时变化ꎬ其动态啮合间隙 ２ｂ ( ｔ)计算式如下:

２ｂ ( ｔ)＝ ２ｂ＋２( ｒｂ１＋ｒｂ２)[ｉｎｖα( ｔ)－ｉｎｖα′] (８)

１.２　 动力学模型

采用拉格朗日法建立定轴齿轮传动横－扭－摆耦合非

线性动力学模型ꎬ拉格朗日方程为

ｄ
ｄｔ
∂Ｔ

∂ｑ


ｉ

－∂Ｔ
∂ｑｉ
＋∂Ｕ
∂ｑｉ
＋ ∂Ｖ

∂ｑ


ｉ

＝Ｑｉ (９)

式中:Ｔ、Ｕ 和 Ｖ 分别为动能函数、势能函数和耗能函数ꎻｑｉ
为各自由度的广义坐标ꎬｑ


ｉ为各自由度的广义速度ꎻＱｉ为

除黏性耗散力以外的非保守广义力ꎮ
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齿轮 １动力学方程为

ｍ１ ｘ

１－ｍ１ｅ１ θ

２
ｚ１ｃｏｓ(θｚ１＋φ１０)－ｍ１ｅ１ θ


ｚ１ｓｉｎ(θｚ１＋φ１０)＝

Ｆｍｓｉｎ(α＋γ)

ｍ１ ｙ

１－ｍ１ｅ１ θ

２
ｚ１ｓｉｎ(θｚ１＋φ１０)＋

ｍ１ｅ１ θ


ｚ１ｃｏｓ(θｚ１＋φ１０)＝ －Ｆｍｃｏｓ(α＋γ)

Ｊｘ１ θ


ｘ１＋Ｊｚ１Ω１ θ


ｘ１ ＝ －Ｆｍｃｏｓ(α＋γ)

Ｊｙ１ θ


ｙ１－Ｊｚ１Ω１ θ


ｙ１ ＝ －Ｆｍｓｉｎ(α＋γ)

(Ｊｚ１＋ｍ１ｅ２１) θ


ｚ１－ｍ１ ｘ
ｅ１ｓｉｎ(θｚ１＋φ１０)＋

ｍ１ ｙ

１ｅ１ｃｏｓ(θｚ１＋φ１０)＝ －Ｆｍ ｒｂ１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１０)

齿轮 ２动力学方程为

ｍ２ ｘ

２－ｍ２ｅ２ θ

２
ｚ２ｃｏｓ(θｚ２＋φ２０)－ｍ２ｅ２ θ


ｚ２ｓｉｎ(θｚ２＋φ２０)＝

Ｆｍｓｉｎ(α＋γ)

ｍ２ ｙ

２－ｍ２ｅ２ θ

２
ｚ２ｓｉｎ(θｚ２＋φ２０)＋

ｍ２ｅ２ θ


ｚ２ｃｏｓ(θｚ２＋φ２０)＝ －Ｆｍｃｏｓ(α＋γ)

Ｊｘ２ θ


ｘ２＋Ｊｚ２Ω２ θ


ｘ２ ＝ －Ｆｍｃｏｓ(α＋γ)

Ｊｙ２ θ


ｙ２－Ｊｚ２Ω２ θ


ｙ２ ＝ －Ｆｍｓｉｎ(α＋γ)

(Ｊｚ２＋ｍ２ｅ２２) θ


ｚ２－ｍ２ ｘ
ｅ２ｓｉｎ(θｚ２＋φ２０)＋

ｍ２ ｙ

２ｅ２ｃｏｓ(θｚ２＋φ２０)＝ －Ｆｍ ｒｂ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１１)

式中:ｍｉ、Ｊ ｊｉ分别为主、被动齿轮转动惯量ꎻｘｉ、ｙｉ则对应于

齿轮运动过程中的振动位移ꎻθｊｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎻｊ ＝ ｘꎬｙꎬｚ)为绕各

轴线的扭转振动位移ꎻｅｉ为齿轮偏心量ꎮ

２　 含动态参数的齿轮系统振动特性

对这种齿轮传动系统进行理论分析可知ꎬ其对应的运

动形态相对复杂ꎬ主要包括 ４ 种ꎬ分别为周期、倍周期、拟
周期及混沌运动ꎮ 这 ４ 种不同的运动形式具有各自的特

点ꎬ在非线性动力学领域ꎬ一般采用时间历程、谱分析ꎬ相
空间、相平面ꎬＰｏｉｎｃａｒé 截面和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数等方法来判

断非线性系统的运动形式ꎮ
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数定义为在相空间中两条相邻轨迹间的

距离随时间的平均指数发散率ꎬ它是一种定量判断系统混

沌与否最可靠的方法ꎮ 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数基于定义法进

行分析ꎬ相应的计算流程为:
１)设置适宜的长度标准ꎬ由于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数主要是

描述相邻轨道相关性ꎬ因而此长度标准应尽可能小ꎻ
２)对系统基于长度标准的扰动量进行初始扰动处

理ꎬ对应的矢量表示为ｄ０ꎻ
３)经 Δｔ 后ꎬ相应的扰动矢量为ｄ０１ꎬ从理论上分析可

知其方向和大小都出现明显变化ꎬ在计算时为避免出现不

收敛问题ꎬ且控制ｄ０１的方向固定ꎬ大小一直保持为标准长

度ꎬ设置的初始扰动为ｄ１ꎻ
４)进一步观察ｄ１的变化情况ꎬ经过时间步长 Δｔ 后ꎬｄ１

变为ｄ１１ꎬ始终保持ｄ１的方向和大小都不变ꎬ然后设置ｄ２作
为新的初始扰动矢量ꎻ

５)按上述步骤如此反复下去ꎬ经过 ｋ 步迭代以后ꎬ得
到扰动矢量ｄｋꎮ

经过上述步骤ꎬ可得到系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数 ＬＥꎬｍａｘ:

λ１ ＝ ｌｉｍｔ→∞
１

ｔ－ｔ０
ｌｎ ΔＸ( ｔ)

ΔＸ( ｔ０)[ ] ＝

ｌｉｍ
ｋ→∞

１
(ｋ＋１)Δｔ

ｌｎ
ｄ０１
ｄ０


ｄ１１
ｄ１


ｄ２１
ｄ２


ｄｋ１

ｄｋ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

ｌｉｍ
ｋ→∞

１
(ｋ ＋ １)Δｔ∑

ｋ

ｉ ＝ ０
ｌｎ

ｄｉ１

ｄｉ

é

ë
êê

ù

û
úú (１２)

现有研究表明ꎬ齿轮传动系统的运动稳定性受齿轮副

的侧隙影响很大ꎬ由于齿侧间隙参数设计的不同ꎬ会导致

齿轮系统的非线性运动状态不同ꎮ 相关研究结果表明ꎬ在
特定情况下ꎬ对侧隙参数进行适当的设定ꎬ系统的运行平

稳性也能得到提高ꎮ 因而本文研究过程中具体分析了齿

侧间隙参数和齿轮系统稳定性的相关性ꎮ
以单级齿轮传动装置为例ꎬ齿轮副详细参数见表 １ꎮ

本节中引入传递误差的分岔图及最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图对

其运动特性稳定性进行评价ꎬ传递误差的分岔图如图 ３所
示ꎮ 在计算非线性齿轮传动系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

时ꎬ长度标准为 １×１０－１０ꎬ迭代稳定后齿轮传动系统最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的曲线如图 ４所示ꎮ

表 １　 齿轮副参数

参数 数值

齿数 Ｚ Ｚ１ ＝ ４５ꎻ Ｚ２ ＝ ３１

模数 ｍ / ｍｍ ４

质量 / ｋｇ ｍ１ ＝ １２.７５ꎻ ｍ２ ＝ ７.８

齿宽 ｄ / ｍｍ ４５

理论啮合角 α / ( °) ２５

理论中心距 Ｌ / ｍｍ ２３７
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图 ３　 分岔图
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图 ４　 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

由图 ３可以看出ꎬ当齿侧间隙 ｂ 在[０.０４６ꎬ０.２５８]ｍｍ范

围内时ꎬ系统响应为 １周期运动或拟 １周期运动ꎻ当齿侧间

隙 ｂ 变化区间为 ０.２５８ｍｍ~ ０.２８１ｍｍ 的情况下ꎬ系统的运

动形式为 ２周期、拟 ２周期运动ꎮ 由此可判断出在此取值

区间ꎬ系统保持稳定运行ꎮ 齿侧间隙过大会导致啮合冲击

效果更明显ꎬ齿侧间隙过小会由于齿轮中心距相对变化而
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机械制造 李扬ꎬ等含动态齿侧间隙的齿轮系统稳定性研究

出现卡齿现象从而产生不稳定的运动状态ꎮ 因此在本研究

中把 ｂ 的取值 ０.０４６ｍｍ和 ０.２８１ｍｍ作为齿侧间隙的临界点ꎮ
齿轮副侧隙参数若临近临界值情况时ꎬ受到磨损以及

装配误差因素的影响ꎬ对应的齿侧间隙也会产生一定的变

化ꎬ而和设定值出现偏差ꎬ这样也会引发系统的失稳问题ꎮ
因此ꎬ针对临界值范围内(即 ０.０４６ｍｍ<ｂ<０.２８１ｍｍ)的齿

侧间隙分布方差对齿轮系统稳定性影响进行分析ꎮ
在理论状态下ꎬ对于齿侧间隙设计值 ｂ 在 [０. ０４６ꎬ

０.２８１]ｍｍ范围内时ꎬ齿轮系统的运动状态为稳定的ꎮ 因此ꎬ
在齿侧间隙设计值为 ｂ＝ ０.１９ｍｍ以及 ｂ ＝ ０.２６ｍｍ的齿轮系

统动力学模型中ꎬ驱动转速 １ ０００ ｒ / ｍｉｎ、负载 ５００Ｎｍ条件下ꎬ
图 ５和图 ６分别给出了齿轮 １和齿轮 ２的 ｘ 方向振动位移的

相平面ꎮ 可以看出ꎬ相平面近似于在一个封闭轨道附近做周

期运动ꎮ 结合图 ３和图 ４稳定性分析可知ꎬ在设计值为 ｂ ＝
０.１９ ｍｍ的条件下ꎬ此时齿轮 １和齿轮 ２运动状态均为拟 １
周期运动ꎮ 在设计值为 ｂ＝０.２６ ｍｍ的条件下ꎬ此时齿轮 １和
齿轮 ２运动状态均为拟 ２周期运动ꎮ
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图 ５　 齿轮系统的相平面 (ｘ 方向ꎬｂ＝ ０.１９ ｍｍ)
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图 ６　 齿轮系统的相平面 (ｘ 方向ꎬｂ＝ ０.２６ ｍｍ)

同时ꎬ将电机激励的基频对应周期作为 Ｐｏｉｎｃａｒé 截

面ꎬ可分别得到齿侧间隙设计值为 ｂ ＝ ０. １９ｍｍ 及 ｂ ＝
０.２６ ｍｍ的齿轮 １和齿轮 ２ 的振动位移 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图ꎬ
如图 ７和图 ８所示ꎮ 从图 ７中可以看出ꎬ齿侧间隙设计值

为 ｂ＝ ０.１９ｍｍ时ꎬ齿轮 １和齿轮 ２的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射图特征

为较为集中的点域ꎮ 说明此系统齿轮 １ 和齿轮 ２ 运动状

态均为拟 １周期运动ꎮ 从图 ８中可以看出ꎬ齿侧间隙设计

值为 ｂ＝ ０.２６ｍｍ时ꎬ齿轮 １和齿轮 ２的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射图特

征为离散的点域ꎬ这些点域较稀疏地分布在一条闭曲面

上ꎬ再结合图 ３ꎬ可知齿轮 １和齿轮 ２运动状态均为拟 ２周
期运动ꎮ
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图 ７　 齿轮系统的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射图(ｘ 方向ꎬｂ＝ ０.１９ ｍｍ)
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图 ８　 齿轮系统的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射图(ｘ 方向ꎬｂ＝ ０.２６ ｍｍ)

上述分析可知ꎬ在理论状态下ꎬ对于齿侧间隙设计值

ｂ 小于 ０.０４６ｍｍ或者超过 ０.２８１ｍｍ 的齿轮系统中ꎬ齿轮

系统的运动状态为非稳定的ꎮ 又根据 ＧＢ １００９５—８８齿轮

副齿侧间隙设计标准中的单边间隙设计范围 [ ０. １１５ꎬ
０.２１]ｍｍꎬ本文中对直齿轮副齿侧间隙设计值取为 ｂ ＝
０.１９ ｍｍꎮ

３　 结语

１)针对齿轮传动系统进行研究ꎬ综合考虑时变啮合

(下转第 ３６页)
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机械制造 张凤明ꎬ等激光功率对选区激光熔化 Ａｌ２Ｏ３ / ＺｒＯ２(Ｙ２Ｏ３)缺陷与力学性能分析

化不显著ꎮ
如何减少在这些缺陷的同时提高样品的力学性能需

要进一步研究ꎮ
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刚度、综合误差、动态齿侧间隙、动态中心距和动态压力角

等相关参数ꎬ建立了齿轮传动系统的 １０ 自由度弯扭耦合

非线性振动模型ꎮ
２)推导了齿轮啮合副的动态中心距计算过程ꎬ并以

此进一步得出了动态齿侧间隙和动态压力角的计算方法ꎮ
３)利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数法、分岔图方法计算了保证系

统稳定运行的齿侧间隙范围ꎬ并利用 Ｐｏｉｎｃａｒé映射和相图

分析法验证了齿侧间隙取值的正确性ꎮ
４)齿侧间隙的安装范围应控制在[０.０４６ꎬ０.２５８]ｍｍ

之内ꎬ以保证系统的平稳运行ꎮ
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