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摘　 要:为解决 ６－ＤＯＦ 并联机器人输入关节的奇异边界约束问题ꎬ开展奇异性研究ꎮ 根据平面

平台型 ６－ＤＯＦ 并联机器人的结构特点ꎬ采用自然坐标方法分别表示其位置和姿态ꎬ得到运动学

正解的 ６ 个方程ꎬ结合 ３ 个约束方程ꎬ经过变量代换后ꎬ推导得到输入关节的 ６×６ 雅可比矩阵ꎬ并
获得输入奇异轨迹的解析表达式ꎬ分析并联机器人 ６ 条支腿之间的相互约束奇异性ꎬ找到支腿的

边界约束ꎬ解决输入关节的奇异边界约束问题ꎮ 输入奇异性的研究为基于正向运动学无奇异工

作空间的三维完全可视化描述奠定坚实基础ꎬ也对轨迹规划、控制系统的设计具有重要意义ꎮ
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０　 引言
６－ＤＯＦ 并联机器人正常自由度瞬间发生改变时具有

奇异性ꎬ产生奇异性时对应的位形即为奇异位形ꎮ 为了使

６－ＤＯＦ 并联机器人更好地应用在医疗、航空航天模拟器、
海浪补偿模拟器等方面ꎬ设计和控制中避免奇异位形及其

附近区域是其精度高、刚度大、承载能力强等动态性能的

重要保障ꎬ同时ꎬ在设计、求解最大无奇异工作空间[１－２] 、
进行轨迹规划、控制等阶段均需要考虑并避免奇异位形ꎮ
鉴于此ꎬ国内外很多学者展开了对奇异位形的研究ꎮ

在 １９８３ 年由 ＨＵＮＴ Ｋ Ｈ[３]首次发现奇异位形ꎮ ２０ 世

纪 ７０ 年代ꎬＨＵＮＴ Ｋ Ｈ[４]最早采用螺旋理论分析并联机构

的奇异性ꎮ 李艳文等[５]采用螺旋理论提出了奇异的运动

学理论ꎮ ＣＡＯ Ｙ 等[６]也是较多地采用螺旋理论研究奇异

性ꎮ ＢＯＮＥＶ Ｉ Ａ 等[７]运用反螺旋理论对平面 ３－ＤＯＦ 并联

机器人进行奇异性研究ꎮ
ＭＥＲＬＥＴ Ｊ Ｐ 等[８] 引入 Ｇｒａｓｓｍａｎｎ 线几何方法研究

ＭＳＳＭ 和 ＴＳＳＭ 平台的奇异性并建立奇异位形的几何条

件ꎮ ＢＥＮ－ＨＯＲＩＮ Ｐ 等[９－１０]采用 Ｇｒａｓｓｍａｎｎ－Ｃａｙｌｅｙ 代数法

研究一般 Ｓｔｅｗａｒｔ 机构的奇异性ꎬ得到具有奇异几何意义

的表达式ꎮ 虽然 Ｇｒａｓｓｍａｎｎ 线几何法能方便、直观地验证

奇异性ꎬ但为了得到奇异性整体连续变化的分布规律ꎬ学
者 ＦＩＣＨＴＥＲ Ｅ Ｆ[１１] 、ＣＨＯＩ Ｈ Ｂ 等[１２] 使用经典的雅可比

矩阵方法分别对 ３—６ 型 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机器人和 ４－ＤＯＦ 并

联机器人的奇异位形进行研究ꎮ ＧＯＳＳＥＬＩＮ Ｃ 等[１３] 采用

雅可比矩阵方法对并联机构奇异性研究ꎬ将奇异位形分为

边界奇异、位形奇异和结构奇异ꎬ其中ꎬ位形奇异是研究的

主要问题ꎮ 奇异位形包括输入奇异和输出奇异ꎮ
在此基础上ꎬ文献[６]基于半角变换方法推导得到一
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类并联机器人在给定位置时姿态奇异轨迹的 １３ 次解析多

项式ꎮ 文献[１４]通过选择合适的点和方位矢量形成自然

坐标描述 Ｃａｓｓｉｎｏ 并联机器人动态性能ꎬ并得到一个合适

的模型ꎮ 文献[１５]采用自然坐标方法研究正向运动学的

数值解法ꎮ
为了得到输入奇异性的解析表达式ꎬ并找出 ６－ＤＯＦ

并联机器人支腿的边界约束ꎬ提出了一种解决这类问题的

新方法ꎬ采用自然坐标表示位置和姿态ꎬ推导得到 ６ 个运

动学方程ꎬ结合 ３ 个约束方程ꎬ得到 ９ 个关于自然坐标变

量的等价方程ꎬ经过进一步的变量代换和变量分离ꎬ得出

关于 ６ 个自然坐标变量的 ６ 个二次多项式方程ꎬ此时输入

和输出变量完全独立ꎬ进而获得输入关节新的雅可比矩

阵ꎮ 求解雅可比矩阵行列式ꎬ得到输入关节奇异轨迹的解

析表达式ꎬ分析得到输入奇异的种类ꎬ最后得到输入关节

支腿长的边界约束条件ꎮ

１　 自然坐标与旋转矩阵

１.１　 自然坐标

平面平台型 ６－ＤＯＦ 并联机器人及其坐标系如图 １ 所

示ꎮ 该机构包括动、静上下两个平台和 ６ 条结构一致支腿

组成ꎬ该机构属于平面平台型ꎬ为了方便分析ꎬ选择绝对静

坐标系 Ｏｂｘｙｚ 与静平台固连ꎬ相对动坐标系 Ｏａαβγ 与动平

台固连ꎬ其中ꎬＯａ、Ｏｂ 分别是动、静平台的外接圆圆心ꎻｚ、γ
轴分别垂直于各自所在平面ꎮ
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图 １　 平面平台型 ６－ＤＯＦ 并联机器人简图

选择 ３ 点 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３ꎬ分别位于动坐标系原点 Ｏａ、α 轴

端点和 β 轴端点处ꎬ如图 １ 所示ꎮ 用自然坐标表示 ３ 个点

坐标ꎬ 即: 用 Ｐ１ ＝ ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１{ } Ｔ、 Ｐ２ ＝ ｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２{ } Ｔ、 Ｐ３ ＝
{ｘ３ꎬｙ３ꎬｚ３} Ｔ 分别表示点 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３在静坐标系 Ｏｂｘｙｚ 中的

位置坐标ꎬ于是正向运动学模型中含有 ９ 个待求变量ꎮ

１.２　 旋转矩阵

Ｐ２、Ｐ３ 和 Ｐ１ 存在如下关系:Ｐ２ ＝ Ｐ１ ＋ＲｘꎬＰ３ ＝ Ｐ１ ＋

Ｒｙꎮ 动平台动坐标系 Ｏａαβγ 的 α 轴、β 轴、γ 轴对应的矢

量记为:α＝{αｘꎬαｙꎬαｚ}Ｔꎬβ ＝{βｘꎬβｙꎬβｚ}Ｔꎬγ＝ {γｘꎬγｙꎬγｚ}Ｔꎮ
那么ꎬα、β、γ用点 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３ 的自然坐标表示后可得:

α＝Ｐ２－Ｐ１ ＝{ｘ２ꎬ ｙ２ꎬ ｚ２} Ｔ－{ｘ１ꎬ ｙ１ꎬ ｚ１} Ｔ ＝
{(ｘ２－ｘ１)ꎬ(ｙ２－ｙ１)ꎬ( ｚ２－ｚ１)} Ｔ (１)

同理可得:
β ＝ ｘ３－ｘ１( ) ꎬ ｙ３－ｙ１( ) ꎬ ｚ３－ｚ１( ){ } Ｔ (２)

由于 γ垂直于 α和 β 所决定的平面ꎬ所以存在:
γ＝ α × β ＝ {( αｙβｚ － αｚβｙ )ꎬ ( αｚβｘ － αｘβｚ )ꎬ ( αｘβｙ －

αｙβｘ)} Ｔ ＝{(ｙ１ ｚ２－ｙ１ ｚ３－ｙ２ ｚ１＋ｙ２ ｚ３＋ｙ３ ｚ１－ｙ３ ｚ２)ꎬ
(－ｘ１ ｚ２ ＋ ｘ１ ｚ３ ＋ ｘ２ ｚ１ － ｘ２ ｚ３ － ｘ３ ｚ１ ＋ ｘ３ ｚ２ )ꎬ( ｘ１ｙ２ － ｘ１ｙ３ － ｘ２ｙ１ ＋
ｘ２ｙ３ ＋ｘ３ｙ１－ｘ３ｙ２)} Ｔ (３)

静坐标系单位基矢量为:ｘ ＝ {１ꎬ０ꎬ０}Ｔꎻｙ ＝ {０ꎬ１ꎬ０}Ｔꎻ
ｚ＝{０ꎬ０ꎬ１}Ｔꎮ 在静坐标系Ｏｂｘｙｚ 中ꎬ采用自然坐标将动平台的

位置矢量 Ｐ表示为 Ｐ＝Ｐ１ ＝{ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１}Ｔꎻ姿态矩阵Ｒ表示为

Ｒ＝ αꎬβꎬγ[ ] ＝
αｘ βｘ γｘ

αｙ βｙ γｙ

αｚ βｚ γｚ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(４)

结合式(１)—式(３)ꎬ可得式(４)中各分量:αｘ ＝ ｘ２－ｘ１ꎬ
αｙ ＝ ｙ２－ｙ１ꎬαｚ ＝ ｚ２－ｚ１ꎬβｘ ＝ ｘ３－ｘ１ꎬβｙ ＝ ｙ３－ｙ１ꎬβｚ ＝ ｚ３ －ｚ１ꎬ γｘ ＝
ｙ１ｚ２－ｙ１ｚ３－ｙ２ｚ１＋ｙ２ｚ３＋ｙ３ｚ１－ｙ３ｚ２ꎬγｙ ＝－ｘ１ｚ２＋ｘ１ｚ３＋ｘ２ｚ１－ｘ２ｚ３－
ｘ３ ｚ１＋ｘ３ ｚ２ꎬγｚ ＝ ｘ１ｙ２－ｘ１ｙ３－ｘ２ｙ１＋ｘ２ｙ３＋ｘ３ｙ１－ｘ３ｙ２ꎮ

２　 自然坐标表示的运动学方程

２.１　 基本方程

由图 １ 所 示ꎬ 机 构 中 存 在 ６ 组 封 闭 矢 量:
ＯｂＯａＡ１ＯｂＢ１Ａ１ꎬＯｂＯａＡ２ＯｂＢ２Ａ２ꎬꎬ ＯｂＯａＡ６ＯｂＢ６Ａ６ꎬ根
据矢量封闭关系ꎬ得到连杆矢量表达式为

Ｌｋｅｋ ＝Ｐ＋Ｒａｋ－ｂｋ 　 (ｋ＝ １ꎬꎬ６) (５)
式中:Ｌｋ 为第 ｋ 个连杆杆长ꎻｅｋ 为第 ｋ 个连杆单位矢量ꎻＰ
为静坐标系 Ｏｂｘｙｚ 中动平台 位 置 矢 量ꎬ 即 Ｐ ＝ Ｐ１ ＝
ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１{ } ＴꎻＲ 为姿态矩阵ꎬ如式(４)所示ꎻａｋ 为动坐标系

Ｏａαβγ 中动平台各个顶点 Ａｋ坐标ꎬ即 ａｋ ＝ {ａｋαꎬａｋβꎬａｋγ} Ｔꎻ
ｂｋ 为静坐标系 Ｏｂｘｙｚ 中静平台各个顶点 Ｂｋ坐标ꎬ即 ｂｋ ＝
{ｂｋｘꎬｂｋｙꎬｂｋｚ} Ｔꎮ 对图 １ 所示机构简图ꎬ因动、静平台均为

平面布置ꎬ所以 ａｋ、ｂｋ 的 γ 轴和 ｚ 轴分量均为 ０ꎬ即 ａｋγ ＝
ｂｋｚ ＝ ０ꎬ也即 ａｋ ＝ {ａｋαꎬａｋβꎬ０} Ｔꎬｂｋ ＝ {ｂｋｘꎬｂｋｙꎬ０} Ｔꎬ可见动、
静平台的顶点坐标也可以通过 ４ 个变量 ｒａ、ｒｂ、θａ、θｂ 来表

示ꎬ各点坐标进一步表示如下:
ａｋ ＝{ａｋαꎬａｋβꎬａｋγ} Ｔ ＝{ ｒａｃｏｓφｋꎬｒａｓｉｎφｋꎬ０} Ｔꎬ

ｂｋ ＝{ｂｋｘꎬｂｋｙꎬｂｋｚ} Ｔ ＝{ ｒｂｃｏｓβｋꎬｒｂｓｉｎβｋꎬ０} Ｔ
(６)

其中:

φｋ ＝
(ｋ－１)π

３
－θａꎻ βｋ ＝

(ｋ－１)π
３

－θｂꎬ　 ｋ＝ １ꎬ３ꎬ５ꎻ

φｋ ＝
(ｋ－２)π

３
＋θａꎻ βｋ ＝

(ｋ－２)π
３

＋θｂꎬ　 ｋ＝ ２ꎬ４ꎬ６ꎮ

令 Ｗ 为动平台在动坐标系中的位置矢量ꎬＷ ＝
{ＷｘꎬＷｙꎬＷｚ} Ｔꎬ则存在 Ｐ ＝ＲＷꎬ结合 Ｒ 的正交性ꎬ得 Ｗ ＝
ＲＴＰꎮ 将 ａｋ、ｂｋ、Ｐ、Ｒ和Ｗ 代入式(５)ꎬ两边与自身进行矢量

点乘ꎬ得到 ６个杆长平方标量方程式如下(此处省略下标 ｋ):
Ｌ２－ｒ２ａ－ｒ２ｂ ＝ －２ｂｘＰｘ－２ｂｙＰｙ＋２ａｘＷｘ＋２ａｙＷｙ－２αｘ(ａｘｂｘ) －

２αｙ(ａｘｂｙ)－２βｘ(ａｙｂｘ)－２βｙ(ａｙｂｙ)＋Ｐｐ (７)
式中 Ｐｐ、Ｐｘ、Ｐｙ、Ｗｘ、Ｗｙ、αｘ、αｙ、βｘ、βｙ ９ 个未知数之间由动

平台的位置和姿态各个参数联系起来ꎬ且 ９ 个未知数的系

数由平台结构参数和杆长参数决定ꎮ 其中ꎬＰｐ 为位置矢

７３
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量 Ｐ 模长平方ꎻＰｘ 为 Ｐ 在 ｘ 方向上的投影ꎬ即 Ｐｘ ＝Ｐｘꎬ类
似有:Ｐｙ ＝ＰｙꎬＷｘ ＝ＰαꎬＷｙ ＝Ｐβꎻαｘ 为 α在 ｘ 方向上的

投影ꎬ即 αｘ ＝αｘꎬ同理:αｙ ＝αｙꎬβｘ ＝βｘꎬβｙ ＝βｙꎮ

２.２　 运动学方程

从式(７)出发ꎬ通过对 Ｐｐ、Ｐｘ、Ｐｙ、Ｗｘ、Ｗｙ、αｘ、αｙ、βｘ、
βｙ９ 个未知数进行移项、整理ꎬ可得:

ＰＰ－ｋ０(αｘ＋βｙ) / ２＝Ｃ１

Ｐｘ－ｋ１(αｘ－βｙ) / ２＝Ｃ２

Ｐｙ＋ｋ１(αｙ＋βｘ) / ２＝Ｃ３

Ｗｘ－ｋ２(αｘ－βｙ) / ２＝Ｃ２

Ｗｙ＋ｋ２(αｙ＋βｘ) / ２＝Ｃ５

(αｙ－βｘ) / ２＝Ｃ６

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(８)

式中:
ｋ０ ＝ ２ｒａ ｒｂｃｏｓ(θｂ－θａ)ꎻ
ｋ１ ＝ ｒａｓｉｎ(θｂ＋２θａ)ｃｓｃ(θｂ－θａ)ꎻ
ｋ２ ＝ ｒｂｓｉｎ(２θｂ＋θａ)ｃｓｃ(θｂ－θａ)ꎻ

Ｃ１ ＝
１
６ (Ｌ２

１＋Ｌ２
２＋Ｌ２

３＋Ｌ２
４＋Ｌ２

５＋Ｌ２
６－６ｒ２ｂ－６ｒ２ａ)ꎻ

Ｃ２ ＝
－１
１２ｒｂ

ｃｓｃ(θｂ－θａ)[ ３(Ｌ２
３－Ｌ２

４－Ｌ２
５＋Ｌ２

６)ｃｏｓθａ＋(－２Ｌ２
１－２Ｌ２

２＋Ｌ２
３＋Ｌ２

４＋Ｌ２
５＋Ｌ２

６)ｓｉｎθａ]ꎻ

Ｃ３ ＝
１

１２ｒｂ
ｃｓｃ(θｂ－θａ)[(２Ｌ２

１－２Ｌ２
２－Ｌ２

３＋Ｌ２
４－Ｌ２

５＋Ｌ２
６)ｃｏｓθａ＋ ３(Ｌ２

３＋Ｌ２
４－Ｌ２

５－Ｌ２
６)ｓｉｎθａ]ꎻ

Ｃ４ ＝
－１
１２ｒａ

ｃｓｃ(θｂ－θａ)[ ３(Ｌ２
３－Ｌ２

４－Ｌ２
５＋Ｌ２

６)ｃｏｓθｂ＋(－２Ｌ２
１－２Ｌ２

２＋Ｌ２
３＋Ｌ２

４＋Ｌ２
５＋Ｌ２

６)ｓｉｎθｂ]ꎻ

Ｃ５ ＝
１

１２ｒａ
ｃｓｃ(θｂ－θａ)[(２Ｌ２

１－２Ｌ２
２－Ｌ２

３＋Ｌ２
４－Ｌ２

５＋Ｌ６
２)ｃｏｓθｂ＋ ３(Ｌ２

３＋Ｌ２
４－Ｌ２

５－Ｌ２
６)ｓｉｎθｂ]ꎻ

Ｃ６ ＝
１

１２ｒａ ｒｂ
ｃｓｃ(θｂ－θａ)[(Ｌ２

１－Ｌ２
２＋Ｌ２

３－Ｌ２
４＋Ｌ２

５－Ｌ２
６)]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(９)

　 　 将 ９ 个未知数的自然坐标代入式(８)后可得如下 ６
个一次或二次形多项式方程组:

ｘ２
１＋ｙ２

１＋ｚ２１－
１
２
ｋ０(－ｘ１＋ｘ２－ｙ１＋ｙ３)＝ Ｃ１ (１０)

ｘ１－
１
２
ｋ１(－ｘ１＋ｘ２＋ｙ１－ｙ３)＝ Ｃ２ (１１)

ｙ１＋
１
２
ｋ１(－ｘ１＋ｘ３－ｙ１＋ｙ２)＝ Ｃ３ (１２)

ｘ１(－ｘ１＋ｘ２)＋ｙ１(－ｙ１＋ｙ２)＋ｚ１(－ｚ１＋ｚ２)－
１
２
ｋ２(－ｘ１＋

ｘ２＋ｙ１－ｙ３)＝ Ｃ４ (１３)

ｘ１(－ｘ１＋ｘ３)＋ｙ１(－ｙ１＋ｙ３)＋ｚ１(－ｚ１＋ｚ３)＋
１
２
ｋ２(－ｘ１＋

ｘ３－ｙ１＋ｙ２)＝ Ｃ５ (１４)
１
２
(ｘ１－ｘ３－ｙ１＋ｙ２)＝ Ｃ６ (１５)

３　 输入奇异轨迹方程
针对平面平台型 ６－ＤＯＦ 并联机器人的输入奇异性进

行研究ꎬ并对输入奇异的奇异类型进行讨论ꎮ

３.１　 自然坐标表示的新雅可比矩阵

由 α和 β 的正交性和归一性

αβ ＝ ０ꎻαα＝ １ꎻββ ＝ １ (１６)
可得 ９ 个自然坐标变量的 ３ 个约束方程:

(ｘ２－ｘ１)(ｘ３－ｘ１)＋(ｙ２－ｙ１)(ｙ３－ｙ１)＋( ｚ２－ｚ１)( ｚ３－ｚ１)＝ ０
(１７)

(ｘ２－ｘ１) ２＋(ｙ２－ｙ１) ２＋( ｚ２－ｚ１) ２ ＝ １ (１８)
(ｘ３－ｘ１) ２＋(ｙ３－ｙ１) ２＋( ｚ３－ｚ１) ２ ＝ １ (１９)

至此ꎬ 得到 ９ 个未知 数 的 ９ 个 方 程: 式 ( １０)—
式(１５)ꎬ式(１７)—式(１９)ꎮ

观察式(１１)、式(１２)和式(１５)最高次为一次多项式ꎬ
这里先求出 ｘ３、ｙ２、ｙ３ 对 ｘ１、ｙ１、ｚ１、ｘ２、ｚ２、ｚ３ 的线性表示ꎬ再
带回剩余的 ６ 个方程ꎬ可得到式(１０)、式(１３)、式(１４)、
式(１７)、式(１８)和式(１９)的关于 ６ 个变量 ｘ１、ｙ１、ｚ１、ｘ２、
ｚ２、ｚ３ 的 ６ 个二次多项式方程ꎮ 并进行变量和常数项的分

离ꎬ最终得到如下方程组:

ｘ２
１＋ｋ０(ｘ１＋

ｘ１

ｋ１
－ｘ２)＋ｙ２

１＋ｚ２１ ＝Ｃ１＋
ｋ０Ｃ２

ｋ１

－ｋ２ｘ１＋(Ｃ３－ｙ１)ｙ１＋ｋ１[－ｘ２
１＋ｘ１ｘ２＋Ｃ６ｙ１＋ｚ１(－ｚ１＋ｚ２)]
ｋ１

＝ －
ｋ２Ｃ２

ｋ１
＋Ｃ４

Ｃ６ｋ１ｘ１－Ｃ３ｘ１＋ｋ２ｙ１－２Ｃ２ｙ１＋３ｘ１ｙ１＋ｋ１ｘ１ｙ１－ｋ１ｘ２ｙ１＋ｋ１ ｚ２１－ｋ１ ｚ１ ｚ３
ｋ１

＝
ｋ２Ｃ３

ｋ１
－Ｃ５

１
ｋ２
１

[－２Ｃ６ｋ１ｘ１－２Ｃ３(ｘ１＋ｋ１ｘ１－ｋ１ｘ２)－２Ｃ２ｙ１＋２ｘ１ｙ１＋２ｋ１ｘ１ｙ１－２ｋ１ｘ２ｙ１＋ｋ２
１ ｚ２１－ｋ２

１ ｚ１ ｚ２－ｋ２
１ ｚ１ ｚ３＋ｋ２

１ ｚ２ ｚ３] ＝ －
２Ｃ６ｋ１Ｃ２＋２Ｃ２Ｃ３

ｋ２
１

－２Ｃ６ｋ１ｙ１＋ｙ１(－２Ｃ３＋ｙ１)＋ｋ２
１[ｘ２

１－２ｘ１ｘ２＋ｘ２
２＋( ｚ１－ｚ２) ２]

ｋ２
１

＝ １－
(Ｃ６ｋ１＋Ｃ３) ２

ｋ２
１

１
ｋ２
１

{(２＋ｋ１) ２ｘ２
１－２ｋ１(２＋ｋ１)ｘ１ｘ２＋ｋ２

１ｘ２
２－４Ｃ２[(２＋ｋ１)ｘ１－ｋ１ｘ２]＋２Ｃ６ｋ１ｙ１－２Ｃ３ｙ１＋ｙ２

１＋ｋ２
１ ｚ２１－２ｋ２

１ ｚ１ ｚ３＋ｋ２
１ ｚ２３} ＝ １－

４Ｃ２
２

ｋ２
１

－
(Ｃ６ｋ１－Ｃ３) ２

ｋ２
１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２０)
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　 　 由式(２０)可以看出ꎬ等号左侧全部是动平台自然坐

标相关变量ꎬ支腿变量全部在等号右侧ꎬ即:动平台变量项

和支腿变量项完全分离ꎮ 将式(９)带入式(２０)ꎬ令 Ｌｉ ＝

Ｓｉ ꎬ ｉ＝ １~６( ) ꎬ并对式(２０)的运动学方程对 Ｓｉ 求一次偏

导数得到 ６ 个方程ꎬ统一表示成矢量形式为

Ｊ１ Ｓ


{ } ＝ ０ (２１)
式中:Ｓ＝ Ｓ１ꎬꎬＳ６{ } ＴꎻＪ１ 为输入雅可比矩阵ꎬ是含有 ６ 个

输入变量 Ｓ１ꎬＳ２ꎬＳ３ꎬＳ４ꎬＳ５ꎬＳ６{ } Ｔ 和平台结构参数 ｒａ、 ｒｂ、
θａ、θｂ 的 ６×６ 维矩阵ꎮ

３.２　 输入奇异轨迹方程及其讨论

当雅可比 Ｊ１ 行列式为 ０ 时ꎬ输入关节位形处于奇异

状态ꎬ其奇异轨迹方程表示为

ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ (２２)
式(２２)表示的输入奇异轨迹展开后每一项均是不同

Ｓｉ 的三次方组合ꎮ 因此ꎬ式(２２)表示输入奇异和边界奇

异的解析表达式ꎬ这是采取自然坐标方法描述所得到的新

结论ꎮ
如果使 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ 成立ꎬ那么ꎬ由式(２２)可以得到 ３

大类输入奇异:
第一大类ꎬ已知 ５ 条支腿长ꎬ如果 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ则可以

得到第 ６ 条支腿的约束情况ꎻ
第二大类ꎬ已知 ４ 条支腿长ꎬ如果 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ则可以

得到剩下的第 ５ 条和第 ６ 条支腿的相互约束情况ꎻ
第三大类ꎬ已知 ３ 条支腿长ꎬ如果 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ则可以

得到剩下的 ３ 条支腿的相互约束情况ꎮ

４　 输入奇异性算例分析
以平面平台型 ６－ＵＰＳ 并联机器人为例ꎬ结构如图 ２ 所

示ꎬ其几何结构参数 θａ ＝ ０.２８６ １８π ｒａｄꎬθｂ ＝ ０.０４６ ９８８π ｒａｄꎬ
ｒａ ＝ ０.８４９ ８６４ｍꎬｒｂ ＝ ０.８４９ ８６４ｍꎮ 动、静平台的 ６ 对顶点

Ａｉ、Ｂｉ( ｉ＝ １ꎬꎬ６)分别循环对称布置在一个平面圆周上ꎬ
如图 ３ 所示ꎮ
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图 ２　 平面平台型 ６－ＵＰＳ 并联机器人简图
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图 ３　 ６－ＵＰＳ 并联机器人的顶点布置示意图

　 　 将结构参数带入 ｄｅｔ[Ｊ１]后可得其数值形式表达式ꎬ即:
ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ －４.００６ １５×１０－６Ｓ３

１＋０.０００ ０１２ ０１８ ４Ｓ２
１Ｓ２－０.０００ ０１２ ０１８ ４Ｓ１Ｓ２

２＋４.００６ １５×１０
－６Ｓ３

２－０.０００ ０４５ ８５２Ｓ２
１Ｓ３＋

０.０００ ０９１ ７０４Ｓ１Ｓ２Ｓ３－０.０００ ０４５ ８５２Ｓ２
２Ｓ３－０.０００ １４７ ６８８Ｓ１Ｓ２

３＋０.０００ １４７ ６８８Ｓ２Ｓ２
３－０.０００ ０９１ １７８ ４Ｓ３

３＋
０.０００ ２２５ ２８３Ｓ２

１Ｓ４－０.０００ ４５０ ５６６Ｓ１Ｓ２Ｓ４＋０.０００ ２２５ ２８３Ｓ２
２Ｓ４＋０.００１ ３７５ ５２Ｓ１Ｓ３Ｓ４－０.００１ ３７５ ５２Ｓ２Ｓ３Ｓ４＋

０.０００ ９４０ ９４５Ｓ２
３Ｓ４－０.００３ １４０ ４２Ｓ１Ｓ２

４＋０.００３ １４０ ４２Ｓ２Ｓ２
４－０.００２ ２８３ ６８Ｓ３Ｓ２

４－０.０００ ７５３ ３１Ｓ３
４－

０.０００ ２２５ ２８３Ｓ２
１Ｓ５＋０.０００ ４５０ ５６６Ｓ１Ｓ２Ｓ５－０.０００ ２２５ ２８３Ｓ２

２Ｓ５－０.００１ ３７５ ５２Ｓ１Ｓ３Ｓ５＋０.００１ ３７５ ５２Ｓ２Ｓ３Ｓ５－
０.０００ ９４０ ９４５Ｓ２

３Ｓ５＋０.００６ ２８０ ８４Ｓ１Ｓ４Ｓ５－０.００６ ２８０ ８４Ｓ２Ｓ４Ｓ５＋０.００４ ５６７ ３５Ｓ３Ｓ４Ｓ５＋０.００２ ２５９ ９３Ｓ２
４Ｓ５－

０.００３ １４０ ４２Ｓ１Ｓ２
５＋０.００３ １４０ ４２Ｓ２Ｓ２

５－０.００２ ２８３ ６８Ｓ３Ｓ２
５－０.００２ ２５９ ９３Ｓ４Ｓ２

５＋０.０００ ７５３ ３１Ｓ３
５＋０.０００ ０４５ ８５２Ｓ２

１Ｓ６－
０.０００ ０９１ ７０４Ｓ１Ｓ２Ｓ６＋０.０００ ０４５ ８５２Ｓ２

２Ｓ６＋０.０００ ２９５ ３７６Ｓ１Ｓ３Ｓ６－０.０００ ２９５ ３７６Ｓ２Ｓ３Ｓ６＋０.０００ ２７３ ５３５Ｓ２
３Ｓ６－

０.００１ ３７５ ５２Ｓ１Ｓ４Ｓ６＋０.００１ ３７５ ５２Ｓ２Ｓ４Ｓ６－０.００１ ８８１ ８９Ｓ３Ｓ４Ｓ６＋０.００２ ２８３ ６８Ｓ２
４Ｓ６＋０.００１ ３７５ ５２Ｓ１Ｓ５Ｓ６－

０.００１ ３７５ ５２Ｓ２Ｓ５Ｓ６＋０.００１ ８８１ ８９Ｓ３Ｓ５Ｓ６－０.００４ ５６７ ３５Ｓ４Ｓ５Ｓ６＋０.００２ ２８３ ６８Ｓ２
５Ｓ６－０.０００ １４７ ６８８Ｓ１Ｓ２

６＋
０.０００ １４７ ６８８Ｓ２Ｓ２

６－０.０００ ２７３ ５３５Ｓ３Ｓ２
６＋０.０００ ９４０ ９４５Ｓ４Ｓ２

６－０.０００ ９４０ ９４５Ｓ５Ｓ２
６＋０.０００ ０９１ １７８ ４Ｓ３

６ (２３)

　 　 式(２３)是输入奇异的奇异轨迹数值表达式ꎬ下面研

究机构的各种奇异类型以及奇异轨迹在空间的分布情况ꎮ
如果使 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ 成立ꎬ那么ꎬ按照 ３.２ 节内容得到的 ３
大类输入奇异性进行分析ꎮ

第一大类ꎬ由于平面平台型 ６－ＵＰＳ 并联机器人存在

一次平面对称和两次旋转对称[１６] ꎬ所以ꎬ只需要讨论其中

一条支腿的约束情况即可ꎬ即:已知其中任意 ５ 条支腿长ꎬ
分析含有第 ６ 条支腿的约束奇异方程ꎮ 根据课题组正在

研制的一台物理样机ꎬ其构型选择的电缸行程为０.５ ｍꎬ平
衡位置在 ６ 条支腿长均为 １.３６ｍ 处ꎬ所以ꎬ６ 条支腿长

Ｌｉ( ｉ＝ １ꎬꎬ６) 均在 (１. ３６ ± ０. ２５) ｍ 范围内运动ꎬ那么ꎬ
Ｓｉ( ｉ＝ １ꎬꎬ６)∈[１.２３２ １ｍ２ꎬ２.５９２ １ｍ２]ꎮ 因此ꎬ随机取一

组数据:Ｓ２ ＝ ２ｍ２ꎬＳ３ ＝ １.８ｍ２ꎬＳ４ ＝ １.８ｍ２ꎬＳ５ ＝ １.９ｍ２ꎬＳ６ ＝
２.５ｍ２ꎬ则可以得到 Ｓ１ 的奇异轨迹约束方程:

ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０.０００ ０８７ １９８ ９－０.０００ ０９３ ８３１ ４Ｓ１＋
０.０００ ０３３ ６０５Ｓ２

１－４.００６ １５×１０
－ ６Ｓ３

１ ＝ ０ (２４)

９３
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式(２４)奇异轨迹方程对应的奇异轨迹曲线如图 ４
所示ꎮ

2×10-8

1×10-8

-1×10-8

-2×10-8

2.6 2.7

S1

f (
S 1
)

2.8 2.9 3.0

图 ４　 Ｓ１的边界奇异轨迹曲线

从图 ４ 中曲线可知ꎬ当 Ｓ１ ＝ ２.５８６３４ｍ２ꎬＳ１ ＝ ２.９０１０１ｍ２

和 Ｓ１ ＝ ２.９０１ ０１ｍ２ 时ꎬｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ输入关节发生奇异位

形ꎮ 相反ꎬ如果 Ｓ１ 不等于这 ３ 个数值时ꎬ这组腿长处于非

奇异位形处ꎮ
第二大类ꎬ已知 ４ 条支腿长ꎬ如果 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ则可以

得到第 ５ 和第 ６ 条支腿的相互约束情况ꎮ
根据平台选出任意两条支腿有 １５ 种组合ꎬ随机取一

组 Ｓ３ ＝ １.８ｍ２ꎬＳ４ ＝ ２.０ｍ２ꎬＳ５ ＝ １.９ｍ２ꎬＳ６ ＝ ２.５ｍ２ꎬ则可以得

到 Ｓ１、Ｓ２的奇异轨迹约束方程ꎬ即:
ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０.０００ ０９２ ６１２ ９－０.０００ ２００ ０５８Ｓ１＋

０.０００ ０５４ ６２４ ７Ｓ２
１－４.００６ １５×１０

－６Ｓ３
１＋０.０００ ２００ ０５８Ｓ２－

０.０００１０９２４９Ｓ１Ｓ２＋０.００００１２０１８４Ｓ２
１Ｓ２＋０.００００５４６２４７Ｓ２

２－
０.０００ ０１２ ０１８ ４Ｓ１Ｓ２

２＋４.００６ １５×１０
－６Ｓ３

２ ＝ ０ (２５)
式(２５)奇异轨迹方程对应的奇异轨迹等高线如图 ５

所示ꎮ

S1

S 2

f(S1S2)=0
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0
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0.005
0.004
0.003
0.002
0.001
0

10

图 ５　 Ｓ１和 Ｓ２的边界奇异轨迹曲面

从图 ５ 可知ꎬ当 Ｓ１和 Ｓ２取值在蓝色和紫色交线上时ꎬ
ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ输入关节发生奇异位形ꎮ 相反ꎬ如果 Ｓ１和 Ｓ２

取值不在蓝色和紫色交线上时ꎬ这组腿长处于非奇异位形

处(本刊黑白印刷ꎬ相关疑问可咨询作者)ꎮ
第三大类ꎬ已知 ３ 条支腿长ꎬ如果 ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ则可以

得到剩下的 ３ 条支腿的相互约束情况ꎮ
根据平台支腿选出任意 ３ 条支腿有 ２０ 种组合ꎬ随机

取 １ 组 Ｓ４ ＝ ２.０ｍ２ꎬＳ５ ＝ １.９ｍ２ꎬＳ６ ＝ ２.５ｍ２ꎬ则可以得到 Ｓ１、
Ｓ２、Ｓ３ 的奇异轨迹约束方程ꎬ即:

ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０.００２ ０６９ ０９－０.００１ ２９８ ３３Ｓ１＋
０.０００ １３７ １５８Ｓ２

１－４.００６ １５×１０
－６Ｓ３

１＋０.００１ ２９８ ３３Ｓ２－
０.０００ ２７４ ３１７Ｓ１Ｓ２＋０.０００ ０１２ ０１８ ４Ｓ２

１Ｓ２＋０.０００ １３７ １５８Ｓ２
２－

０.０００ ０１２ ０１８ ４Ｓ１Ｓ２
２＋４.００６ １５×１０

－６Ｓ３
２－０.００２ ２０２ ９Ｓ３＋

０.０００ ８７５ ９９２Ｓ１Ｓ３－０.０００ ０４５ ８５２Ｓ２
１Ｓ３－０.０００ ８７５ ９９２Ｓ２Ｓ３＋

０.００００９１７０４Ｓ１Ｓ２Ｓ３－０.００００４５８５２Ｓ２
２Ｓ３＋０.０００７７７９３２Ｓ２

３－
０.０００ １４７ ６８８Ｓ１Ｓ２

３＋０.０００ １４７ ６８８Ｓ２Ｓ２
３－

０.０００ ０９１ １７８ ４Ｓ３
３ ＝ ０ (２６)

式(２６)奇异轨迹方程对应的奇异轨迹曲面如图 ６
所示ꎮ
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图 ６　 Ｓ１、Ｓ２和 Ｓ３的边界奇异轨迹曲面

从图 ６ 可知ꎬ当 Ｓ１、Ｓ２和 Ｓ３取值同时在图 ６ 曲面上时ꎬ
ｄｅｔ[Ｊ１] ＝ ０ꎬ输入关节发生奇异位形ꎮ 相反ꎬ如果 Ｓ１、Ｓ２和

Ｓ３中只要有一个数值不在图 ６ 所示曲面上时ꎬ这组腿长处

于非奇异位形处ꎮ

５　 结语

１)采用自然坐标方法表示位置 Ｐ 和姿态 Ｒꎬ将 １ 组

６ 个运动学模型和 ３ 个约束模型都表示为二次形方程

组ꎮ 这些模型含有二次项、一次项和常数项ꎬ最高次项为

二次ꎬ由此建立起一类最简单非线性的平面平台型

６－ＤＯＦ并联机器人的运动学模型和约束模型ꎻ求导后得

到的雅可比矩阵仅含有一次项和常数项ꎬ最高次项为一

次ꎬ而且位置 Ｐ 和姿态 Ｒ 均是自然坐标统一表示ꎬ所以

不需要无量纲化处理ꎬ为优化奇异轨迹的解析表达式提
供了基础保证ꎮ

２)使用自然坐标方法ꎬ顺利地推动平面平台型６－ＤＯＦ
并联机器人的输入奇异性研究ꎮ 运动学模型经过和约束

模型进行结合ꎬ得到其输入奇异的解析表达式ꎮ 进而讨论

输入奇异的 ３ 种奇异类型ꎬ并研究奇异轨迹在空间的分布

情况ꎮ 首次提出给定部分杆长平方ꎬ剩余的杆长平方存在

边界约束ꎬ不可以像串联机构没有边界ꎮ 并通过典型算例

完全绘制了输入奇异的奇异轨迹点、线和面图ꎮ
３)进一步研究表明ꎬ基于自然坐标方法的奇异性研

究能够为基于运动学正解求解平面平台型 ６－ＤＯＦ 并联机

器人位置和姿态耦合的六维无奇异工作空间并实现三维

完全可视化描述奠定坚实基础ꎮ 由于篇幅所限ꎬ关于无奇

异工作空间的有关成果将另文发表ꎮ
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