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摘　 要:由于 ６ 自由度并联机器人基座与末端执行器之间存在多条运动链ꎬ使其运动学正解难

度较大ꎬ并且存在多解ꎮ 针对并联机器人的运动学高效求解ꎬ提出一种基于神经网络和牛顿迭

代法混合算法ꎬ利用神经网络模型的非线性映射能力ꎬ将输入杆长映射到上平台位姿ꎬ但映射

出来的位姿精度较低ꎬ再利用迭代法求解ꎬ最后在 Ｍａｔｌａｂ 中建立物理模型进行运算仿真ꎮ 仿真

结果表明:神经网络－牛顿混合求解能提高运算效率ꎬ并且有效降低误差ꎬ具有广泛的应用
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０　 引言

６ 自由度并联机器人具有刚度高和无积累误差等特

点ꎬ相对于串联机器人ꎬ并联机器人运动精度更高、刚性更

大ꎬ因此ꎬ其承载范围更大ꎬ动态特性也有很大提升[１－３] ꎮ
并联机构的运动学正解问题是相当复杂的ꎬ该问题同

样是 ６ 自由度并联机器人研究的一个重点[４] ꎮ 针对并联

平台的运动学正解ꎬ目前常用的方法主要是解析法、数值

法和其它智能算法ꎮ 其中解析法运算难度较大ꎬ是通过降

低未知数维度的方式形成只含一个变量的求解方程ꎬ该方

法求解过程复杂且容易产生多解[５] ꎮ 而数值法可以分为

多维迭代搜索和优化方法两类ꎮ 解析法能求解出所有可

能的解ꎬ精度高ꎬ但求解时间长ꎬ效率低ꎻ数值法能够高效

地计算出解ꎬ但是解不出全部解[６] ꎮ ６ 自由度并联机器人

的运动学正解是后续动力学模型建立以及高精度控制等

的基础ꎬ在分析传统算法的基础上ꎬ结合 ＢＰ 神经网络和

牛顿迭代(Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ)形成 ＢＰ－ＮＲ 算法用于运动

学正解ꎮ

１　 ６ 自由度并联机器人模型

６ 自由度并联机器人结构如图 １ 所示ꎬ该结构采用 ６
个串联的 ＳＰＳ 结构连接动、静平台ꎬ其中球铰为被动副ꎬ移
动副为驱动副[７] ꎮ 令{ ｓ}和{ ｂ} 分别表示基坐标系和物

体运动系ꎬ且{ｄｉ}为从关节{Ａｉ}指向关节{Ｂｉ}的向量ꎬ其
中 ｉ＝ １ꎬꎬ６ꎮ 参照图 １ꎬ作如下规定:

ｐ∈Ｒ３ ＝ ｐ′ ꎬ在{ ｓ}系中描述ꎻ
ａｉ∈Ｒ３ ＝ａ′ｉ ꎬ在{ ｓ}系中描述ꎻ
ｂｉ∈Ｒ３ ＝ ｂ′ｉ ꎬ在{ｂ}系中描述ꎻ
ｄｉ∈Ｒ３ ＝ｄ′ｉꎬ在{ ｓ}系中描述同ꎻ
Ｒ∈ＳＯ(３) ꎬ为在{ ｓ}坐标系中{ｂ}的方向ꎮ
为了导出约束方程ꎬ在{ ｓ}中建立以下向量关系:

ｄｉ ＝ｐ＋Ｒ ｂｉ－ａｉꎬｉ＝ １ꎬꎬ６ (１)
第 ｉ 条腿的长度用ｓｉ表示ꎬ有

ｓ２ｉ ＝ｄＴ
ｉ ｄｉ ＝ ｐ＋Ｒ ｂｉ－ａｉ( ) Ｔ ｐ＋Ｒ ｂｉ－ａｉ( ) (２)

式中:ｉ＝ １ꎬꎬ６ꎻａｉ和ｂｉ均已知ꎮ 逆运学显得很直观ꎬ给定

ｐ 和 Ｒꎬ６ 条杆的长度ｓｉ可以直接通过上式确定ꎮ
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正向运动学则极为复杂:给定ｓｉꎬｉ ＝ １ꎬꎬ６ꎬ确定 ｐ∈
Ｒ３ ＝ ｐ′和 Ｒ∈ＳＯ(３)ꎬ本文使用 Ｐ＝ ｘꎬｙꎬｚꎬαꎬβꎬγ( ) Ｔ来描述

上平台的位置ꎬ Ｓ ＝ ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ３ꎬｓ４ꎬｓ５ꎬｓ６( ) Ｔ 来描述杆长

信息[８－９] ꎮ
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图 １　 六自由度平台模型

２　 ＢＰ 神经网络和迭代的基本思想

迭代法能够精确地解出上平台的位姿数据ꎬ并且具有

较快的解算速度ꎻ但是迭代法的缺点也很明显ꎬ对初始值

质量要求较高ꎬ当初始值Ｐ０与精确解相差过大时ꎬ可能收

敛缓慢甚至无法收敛[１０] ꎮ
神经网络模型需要训练ꎬ在文中首先用上述反解算法

得到的位姿－杆长数据组ꎮ 将该数据集输入模型进行训

练ꎬ当训练精度满足要求后ꎬ可完成并联机器人在关节向

量空间和平台位姿空间的非线性映射求解ꎬ从而也避免了

复杂的数学公式推导和大量的计算机编程求解ꎬ但是其缺

点是求解出来的精度较低ꎬ位置精度能够达到±３ｍｍ 的误

差和角度精度能够达到±０.５°的误差[１１] ꎮ
为了改善单独使用牛顿迭代法或神经网络的不足ꎬ本

文将两种方法相结合ꎬ由于神经网络求解能实现非线性映

射ꎬ求解速度快ꎬ但是求解精度低ꎻ迭代法求解精度高ꎬ但
是对初始值要求高ꎮ 在此将两者优缺点进行互补ꎬ整体先

通过训练好神经网络求解出位姿的初解ꎬ然后再将此初解

带到牛顿迭代法里去求解出更加精确的解ꎮ 这样就实现

了求解结果的实时性和高精度ꎮ

２.１　 ＢＰ 神经网络拟合的正解模型

神经网络模型是近年来应用比较广泛ꎬ且热度很高的

智能算法ꎬ通过模拟生物神经的结构ꎬ调整连接节点间的

权重值ꎬ从而拟合出相应模型ꎮ 神经网络能够实现多变量

系统的处理ꎬ多变量的神经网络可以实现多变量输入和输

出的拟合ꎬ因此网络模型适合应用在多参量系统[１２] ꎮ
由本文第 １ 节的位姿反解公式(２)计算得到本构型

并联机器人的杆长－位姿数据集ꎬ将其作为训练神经网络

的数据样本ꎮ 训练也即是对网络的连接权系数进行学习

和调节ꎬ以使该网络实现给定的输入与输出间的映射关

系ꎮ 经过训练的 ＢＰ 神经网络ꎬ对于不是样本集中的输入

也能给出合适的输出ꎮ 该性质称为泛化能力ꎮ 本文使用

的神经网络结构如图 ２ 所示ꎬ输入、输出网络均为 ６ 层ꎬ隐
层为 １２ 层ꎮ

为了避免 ＢＰ 网络产生过拟合现象ꎬ本文将数据分成

训练集和验证集ꎮ 训练集用来计算梯度、更新连接权和阈

值ꎬ验证集用来估计误差ꎬ若训练集误差降低而验证集误

差升高ꎬ则停止训练ꎬ同时返回具有最小验证集误差的连

接权和阈值ꎮ 使用贝叶斯正则化算法训练神经网络ꎬ避免

产生过拟同时提高网络模型的泛化能力ꎮ
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图 ２　 正解的 ＢＰ 神经网络模型

本节选用的两个网络模型评价指标为误差和决定系

数ꎬ其计算公式分别如式(３)和式(４)所示ꎬ误差Ｅｉ越小ꎬ
决定系数 Ｒ 愈接近 １ꎬ表明模型的性能愈好ꎮ

Ｅｉ ＝ ｙ
︿
ｉ－ｙｉ (３)

Ｒ２ ＝
∑(ｙ︿ ｉ－ｙ

－) ２

∑(ｙｉ－ｙ
－) ２

(４)

经过训练后ꎬ相关系数误差分布分别如图 ３、图 ４ 所

示ꎬ表明所得模型的性能表现很好ꎮ
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图 ３　 网络的决定系数 Ｒ
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图 ４　 ＢＰ 网络的预测误差
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２.２　 位姿正解的牛顿迭代法

位姿正解的关键是根据杆长 Ｓ′平台中心的位姿 Ｐꎬ本节

采用牛顿迭代法来解含有 ６个参数的非线性方程精确解ꎮ
牛顿迭代法的提出本来是用以求解非线性方程ꎬ其主

要思想是通过不断利用前值迭代搜寻新值ꎬ以满足相应的

方程表达式的方法[１３] ꎮ 由于迭代算法的重复操作较多ꎬ
且多数时刻需要求解的对象非常复杂ꎬ故利用计算机进行

运算操作[１４－１５] ꎮ 牛顿迭代法的收敛也取决于初值的选

择ꎬ且容易陷入局部收敛的情况ꎬ故一般在实际应用时对

迭代函数的构建非常重要[１６] ꎮ 迭代的过程一般如下ꎮ
假设非线性方程为

Ｆ(Ｐ)＝ Ｓ－Ｓ′＝( ｆ１ꎬｆ２ꎬｆ３ꎬｆ４ꎬｆ５ꎬｆ６) Ｔ (５)
式中ｆｉ ＝Ｓｉ－Ｓｉ ′ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬ６ꎮ

若规定方程 Ｆ(Ｐ)＝ ０ 的一个近似根为Ｐｋꎬ并且在Ｐｋ

附近存在一个较容易得到的解Ｐｋ＋１ꎬ则可以得到:
Ｐｋ＋１ ＝Ｐｋ－δ (６)

式中 δ 为两解之间存在的偏差值ꎮ
将函数在Ｐｋ处用泰勒展开ꎬ并取其线性部分ꎬ则可表

示为

Ｆ(Ｐ)≈Ｆ(Ｐｋ)＋Ｊ(Ｐｋ)(Ｐ－Ｐｋ)＝ ０ (７)

式中 Ｊ＝

∂ｆ１(Ｘ)
∂ｘ

∂ｆ１(Ｘ)
∂ｙ 

∂ｆ１(Ｘ)
∂γ

∂ｆ２(Ｘ)
∂ｘ

∂ｆ２(Ｘ)
∂ｙ 

∂ｆ２(Ｘ)
∂γ

⋮ ⋮ ⋮
∂ｆ６(Ｘ)

∂ｘ
∂ｆ６(Ｘ)

∂ｙ 
∂ｆ６(Ｘ)

∂γ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

由式(６)和式(７)可得

Ｐｋ＋１ ＝Ｐｋ－Ｊ
－１Ｆ(Ｐｋ) (８)

定义误差 ε＝ｍａｘ { Ｐｋ＋１－Ｐｋ / Ｐ(ｋ＋１) }
通过给定初始值Ｐ０及允许的误差ε０和最大的迭代次

数 Ｎꎬ将式(８)的Ｐｋ＋１替换Ｐｋꎬ进行迭代求解又一次得到误

差 εꎬ直到满足 ε≤ε０时或达到最大迭代次数时ꎬ退出迭代

计算ꎬ得到并联机器人的正解ꎮ

２.３　 神经网络与迭代算法的基本原理

ＢＰ－ＮＲ 法互补了两种模型算法的缺点[１７] ꎬ实现了 ６
自由度并联机器人运动学正解的实时性和高精度ꎮ

通过 ＢＰ 神经网络可实现杆长变化到平台位姿变化

的非线性映射ꎮ 在测试前ꎬ将一定数量的杆长－位姿数据

作为训练集ꎬ对模型进行训练ꎮ 此后将 ６ 个支杆的位移数

据输入到已训练完成的网络模型中ꎬ经过模型的拟合求解

从而得到上平台的位姿姿态数据ꎮ
训练好的神经网络模型能够通过学习不断拟合模型

输入输出间的对应关系ꎬ应用在 ６ 自由度并联机器人上ꎬ
可以实现位姿正解[１８] ꎮ 训练样本是通过运动学反解得到

的ꎬ在平台的运动空间内选一系列不同的位姿向量[ ｘꎬｙꎬ
ｚꎬαꎬβꎬγ]ꎬ再通过位置反解求出相应的杆长向量[ ｓ１ꎬｓ２ꎬ
ｓ３ꎬｓ４ꎬｓ５ꎬｓ６]ꎬ这样就可以得到神经网络的训练样本ꎮ

Ｎｅｗｔｏｎ－ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法ꎬ可以求解出高精确的位姿数

据ꎬ但是对初值的要求比较高ꎬ如果初值选取不当会出现

迭代不收敛的情况[１９] ꎮ 对此将两种方法的优点相结合ꎬ
先用神经网络进行运动学求解ꎬ将求解出来的数据代入迭

代法中ꎬ求解出更高精度的位姿数据ꎬ神经网络－迭代法

流程如图 ５ 所示ꎮ
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图 ５　 神经网络－迭代法流程图

３　 实验验证
为了测试网络模型的算法性能ꎬ通过带入一个数据集

进行验证ꎬ在此将 １５０ 组位姿数据输入到运动学反解模型

中ꎬ得到相应的 １５０ 组杆长数据ꎮ 将这 １５０ 组杆长数据作

为训练完成的 ＢＰ 网络模型的输入值ꎬ经过神经网络的拟

合映射ꎬ输出与杆长数据相对应的位姿数据ꎮ 图 ６ 和图 ７
所示为验证所用的模型位姿曲线与杆长数据曲线ꎮ
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图 ６　 位姿数据

为显著直观地分析 ＢＰ－ＮＲ 方法在降低运动正解位姿误

差方面的效果ꎬ将 ＢＰ－ＮＲ 方法同仅使用 ＢＰ 方法进行比较ꎮ
在仅使用牛顿迭代法进行求解时ꎬ设定允许误差ε０ ＝

０.０１ꎬ最大的迭代次数 Ｎ＝ １００ 时ꎬ１５０ 组数据中有 １８ 组数

据因初始值选取不当而导致算法无法收敛ꎬ无法得到模型

的正解ꎮ 同时计算用时较久ꎬ去除因初始值选取不当无法

收敛的位姿－杆长数据组后ꎬ计算剩下的 １３２ 组数据共用

时 １７９.２ ｓꎬ平均每组位姿－杆长数据用时约 １.３６ ｓꎮ
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图 ７　 杆长数据
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智能机器人 段志琴ꎬ等基于 ＢＰ 神经网络－牛顿迭代法的 ６－ＤＯＦ 并联机器人正解

如图 ８ 所示ꎬ在仅使用已经训练好的 ＢＰ 神经网络对

模型进行正运动学求解时仅需 ０.８ ｓ 就可计算得到 １５０ 组

正解数据ꎬ但其位姿的误差相对较大ꎬ最大幅值如表 １
所示ꎮ
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图 ８　 ＢＰ－位姿误差

表 １　 ＢＰ 法的位姿误差

Δ ｘｍａｘ Δｙｍａｘ Δｚｍａｘ Δ αｍａｘ Δ βｍａｘ Δ γｍａｘ

０.４５９ ０ ０.３５３ １ ０.５６９ ０ ０.５０１ ９ ０.０４６ １ ０.１８８ ５

　 　 相较 ＢＰ 法ꎬ经过迭代后的位姿误差趋近于 ０ꎬ其最大

位姿误差如表 ２ 所示ꎬ同时有效避免了单独使用牛顿迭

代法因初始值选取不当无法收敛的问题ꎮ 图 ９ 表示经过

ＢＰ－ＮＲ 法后输出的数据与理想的位姿数据间的误差ꎮ

使用 ＢＰ 网络的结果当作牛顿迭代法的初始值ꎬ可以大幅

减少迭代时间ꎬ提高计算效率ꎬ计算 １５０ 组数据共用时

６８.４ ｓꎬ平均用时 ０.４５６ ｓꎮ

表 ２　 ＢＰ－ＮＲ 法的位姿误差

Δ ｘｍａｘ Δｙｍａｘ Δｚｍａｘ Δ αｍａｘ Δ βｍａｘ Δ γｍａｘ

２.５×１０－８ ３.８×１０－７ ４.６×１０－７ ２.２×１０－７ ７.２×１０－９ ２.６×１０－９
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图 ９　 ＢＰ－ＮＲ 位姿误差

４　 结语

本文主要针对 ６自由度并联机器人运动学正解求解难ꎬ
常规方法求解精度不高等问题进行研究ꎮ 首先介绍 ６ 自由

度并联机器人模型ꎻ然后分别介绍了神经网络正解和迭代法

正解的原理ꎻ再提出用两种方法结合来求解运动学正解ꎻ最
后通过仿真比较了神经网络和神经网络加迭代的求解精度ꎬ
得出的结论是神经网络加牛顿迭代能明显提高正解精度ꎮ

ＢＰ－ＮＲ 法的正解方法其核心是利用了神经网络的非

线性映射能力ꎬ能够将杆长数据映射到位姿空间ꎬ求解速

度快ꎬ节省大量的解算时间ꎮ 但是这样解算出来的位姿精

度不够ꎬ所以再引入迭代法ꎬ求解更高精度的正解ꎮ 综上

所述ꎬＢＰ－ＮＲ 法求解正解结合了两种方法的优点ꎬ同时它

们的优点弥补了对方的不足ꎬ实现了 ６ 自由度并联机器人

运动学正解的实时性和高精度求解ꎮ
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