
􀅰信息技术􀅰
机械制造与自动化

Ｍａｃｈｉｎｅ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ
２０２４ 年 ２ 月

第 ５３ 卷第 １ 期

基金项目:陕西省教育厅 ２０２２ 年度一般专项科研计划项目(自然科学项目)(２２ＪＫ０５２１)
作者简介:张配(１９８７—)ꎬ女ꎬ山东菏泽人ꎬ硕士ꎬ研究方向为轨道交通机械控制ꎬ１２５４８９６９２５＠ ｑｑ. ｃｏｍꎮ

ＤＯＩ:１０.１９３４４ / ｊ. ｃｎｋｉ. ｉｓｓｎ１６７１－５２７６.２０２４.０１.０３１

基于二次摄动法的 ＳＭＡ 层合梁非线性自由振动分析

张配

(西安铁路职业技术学院 机电工程学院ꎬ陕西 西安 ７１００２６)

摘　 要:为对 ＳＭＡ(形状记忆合金)层合梁的非线性自由振动进行分析ꎬ使用 Ｂｒｉｓｏｎ 一维本构模型描述 ＳＭＡ 的力学特

性ꎬ基于不同剪切函数和 Ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ 大变形理论ꎬ建立梁质点位移与应变之间的关系ꎬ使用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理ꎬ获得在

弹性地基上两端简支 ＳＭＡ 层合梁的动力学方程并进行无量纲处理ꎮ 使用二次摄动法获得 ＳＭＡ 层合梁的非线性自由振

动方程ꎮ 研究不同 ＳＭＡ 体积分数、预应变、ＳＭＡ 铺设角度、温度变化对非线性振动的影响ꎮ
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０　 引言

复合材料有着优异的力学特性ꎬ使得复合材

料制成的结构部件被广泛应用于机械工程的各个

领域ꎬ如交通运输、制造和汽车等领域[１]ꎮ 形状记

忆合金(ＳＭＡ)在受热的情况下会表现出很大的形

变ꎬ因而可以将 ＳＭＡ 应用到复合材料领域ꎬ实现

材料刚度的调节ꎮ 研究显示ꎬ内嵌 ＳＭＡ 的层合板

减小了变形挠度[２－３]ꎮ ＳＨＩＡＵ 等[４] 的研究得到

ＳＭＡ 的体积分数和预应变的增加会产生更多的

恢复应力ꎬ从而增加层合板的刚度ꎮ ＡＳＡＤＩ 等[３]

的研究显示夹层板的热惯性稳定性可以通过

ＳＭＡ 丝的体积分数和 ＳＭＡ 纤维中的预应变来控

制ꎮ ＭＡＨＡＢＡＤＩ 等[５] 的研究显示方形 ＳＭＡ 层合

板比有相同长度的矩形板具有更高的基频ꎮ
二次摄动用于结构的屈曲与振动分析ꎬ有不

少文献关于二次摄动法的应用ꎮ 张大光[６]得到高

次摄动解适于描述梁的深度后屈曲和深度非线性

弯曲ꎮ 佘桂林[７]对比了 ＫＢＭ 法和二次摄动法在

求解大幅振动时的差异ꎬ得到二次摄动法更加符

合工程实际ꎮ ＢＡＢＡＥＩ 等[８] 用二次摄动法研究了

３ 种不同的剪切变形梁在弹性支承上的振动特

性ꎮ 文献[９] 中二次摄动法的引入可以不增加计

算量ꎬ得到结构动力响应的较精确估计ꎮ ＧＡＯ
等[１０]用二次摄动法得到非局部应变理论和应变

梯度理论对线性和非线性有相反的影响频率ꎮ
ＳＨＥＮ、ＨＵＩ 等[１１－１４] 研究表明 ＦＧＭ 材料的 ＦＧ－Ｘ
对称分布可以显著提高频率ꎬ得到当温度升高或

基础刚度降低时ꎬ固有频率降低ꎬ但非线性频率比

增加ꎬ且 Ｖｏｉｇｔ 与 Ｍｏｒｉ－Ｔａｎａｋａ 模型间的结果差异

更小ꎮ ＢＡＢＡＥＩ 等[１５] 分析了受热传导、线性温度

变化、均匀温升等不同类型热环境的 ＦＧＭ 管ꎮ
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通过对现有文献的梳理ꎬ可知尚没有研究使

用二次摄动法分析 ＳＭＡ 层合结构的非线性振动

特性ꎮ 本文考虑了温度变化和不可移动简支边界

条件的 ＳＭＡ 层合梁ꎮ 使用 Ｖｏｎ－Ｋａｒｍａｎ 大变形理

论描述梁位移与应变的关系ꎬ用 Ｂｒｉｓｏｎ 模型描述

了不同温度下 ＳＭＡ 的恢复应力和马氏体体积分

数ꎮ 使用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了 ＳＭＡ 层合梁的动

力学方程ꎮ 采用二次摄动法求解这些方程ꎮ 研究

了 ＳＭＡ 不同初始应变、体积分数、铺设角度不同

时频率比的变化ꎮ

１　 系统建模

１.１　 ＳＭＡ 本构方程

根据 Ｂｒｉｓｏｎ 模型ꎬ使用 Ｒｅｕｓｓ 方法计算 ＳＭＡ
的 Ｙｏｕｎｇ′ｓ 模量[２]ꎮ 考虑零初始条件下ꎬＳＭＡ 丝

恢复应力为

σ ｒ ＝ ＥＳ(ξ)(ε － ε Ｌξ Ｓ) ＋ ΘΔＴ (１)
式中:σｒ 是 ＳＭＡ 丝恢复应力ꎻＥＳ(ξ)为弹性模量ꎻ
ε、Θ 分别是 ＳＭＡ 的应变和热弹性系数ꎻ εＬ 为

ＳＭＡ 最大残余应变ꎻξＳ 为应力诱发的马氏体相变

体积分数ꎻΔＴ(相对温度)是加热温度与初始温度

的差值ꎮ

１.２　 系统控制方程

图 １ 为 ＳＭＡ 的层合梁示意图ꎮ 使用 Ｖｉｇｏｔ 模
型描述 ＳＭＡ /石墨 /环氧树脂层的物性参数ꎮ 需

要说明的是ꎬ材料物性参数的下标“ｍ”和“ｓ”分别

表示基体材料(石墨 /环氧树脂)和 ＳＭＡꎮ 梁的横

截面为矩形ꎬ宽度为 Ｂꎬ总厚度为 Ｈꎬ梁的长度为

Ｌꎬ层数为 Ｎｌꎬ各层纤维是对称布置的ꎮ 层合梁受

到横向均布载荷 ｑꎬ梁在弹性地基上ꎬ并处于热环

境中ꎮ

BB

HH

z

LL
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x

图 １　 ＳＭＡ 层合梁示意图

依据 Ｒｅｄｄｙ 高阶剪切理论以及 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原

理ꎬ可得系统动力学方程为:
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式中:Ｉ 是广义惯量ꎻＸ 是梁的无量纲坐标ꎻＷ 是梁

的无量纲横向位移ꎻΦ 是梁的无量纲截面转角ꎻｔ
是无量纲时间ꎻＮＴ是 ＳＭＡ 的热力ꎻＮｒ是 ＳＭＡ 的恢

复力ꎮ

２　 振动分析

本节采用分析法推导出 ＳＭＡ 层合梁非线性

屈曲和自由振动的响应ꎮ 在本节中ꎬ采用二次摄

动法进行分析[１６]ꎬ解为

Ｗ(Ｘꎬτꎬε) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｗｉ(Ｘꎬτ)εｉ
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式中:ε 是一个小扰动参数ꎬ有 τ ＝ εｔꎻｎ 是级数的

项数ꎬ在本文中取 ｎ ＝ ３ꎮ 依据摄动参数 εｉ 合并同

类项ꎬ获得如下微分方程ꎮ
一阶摄动方程表示为

(ＮＴ－Ｎｒ)
∂２Ｗ１

∂Ｘ２ ＋ｂ１１

∂４Ｗ１

∂Ｘ４ ＋ｄ１１

∂３Φ１

∂Ｘ３ －

ａ５５

∂Φ１

∂Ｘ
＋
∂２Ｗ１

∂Ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｋ１Ｗ１－ｋ２

∂２Ｗ１

∂Ｘ２ ＝λ１ (５)

－ｄ１１

∂３Ｗ１

∂Ｘ３ －ｆ１１
∂２Φ１

∂Ｘ２ ＋ａ５５ Φ１＋
∂Ｗ１

∂Ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ (６)

二阶摄动方程表示为
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三阶摄动方程表示为
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由满足简支边界条件的解ꎬ并使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
法得到:

λｑ(ξꎬτꎬε) ＝ Γ０

∂２(εＡ１０)
∂τ２

＋ Γ１(εＡ１０) ＋

Γ３ (εＡ１０) ３ ＋ 􀆺 (１１)
上式的系数分别为:
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对于自由振动 λｑ ＝ ０ꎬ可得系统固有频率为
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式中:ωＮＬ 为非线性固有频率ꎻωＬ 是线性固有频

率ꎻｗｍａｘ为变形位移的最大值ꎮ

３　 数值计算

层合梁的长度 Ｌ ＝ ０.２ ｍꎬ宽度 Ｂ ＝ ０.１ ｍꎬ厚度

Ｈ＝ ０.０１ ｍꎮ 每一层的厚度是相等的ꎮ ＳＭＡ 的材

料参数见文献 [ ２] ꎮ 初始情况下 ξＴ０ ＝ ０ꎬＴ０ ＝
２０ ℃ꎬσ０ ＝ ０ꎬε０ ＝ ０.２％ꎬＶＳ ＝ ２％ꎮ 式(１３)可以计

算出系统的线性固有频率ꎬ非线性频率与线性频

率之比ꎮ
表 １ 显示不同算法所得 ＳＭＡ 梁的无量纲线

性频率ꎮ 可 知 本 文 方 法 所 得 的 线 性 频 率 与

Ｒｉｔｚ[１６]、ＧＤＱ[１７]的结果差值很小ꎬ本文方法和 Ｒｉｔｚ
法相差很小ꎬ与 ＧＤＱ 相差较大ꎮ 当 ＶＳ 较小时频

率随温度的增大而减小ꎬ当 ＶＳ 较大时线性频率先

减小后增大再减小ꎬ其变化趋势与文献[３] 一致ꎮ
通过不同方法的对比ꎬ证明本文方法是正确的ꎮ

表 １　 不同求解方法的无量纲线性频率

Ｔ / ℃
ＶＳ ＝ ５％ ＶＳ ＝ １０％

本文方法 Ｒｉｔｚ ＧＤＱ 本文方法 Ｒｉｔｚ ＧＤＱ

２０ ０.０６１ ８９ ０.０６１ ８４ ０.０６３ １２ ０.０５９ ９２ ０.０５９ ８６ ０.０６１ ０６

４０ ０.０６１ ３２ ０.０６１ ２７ ０.０６２ ５７ ０.０５９ ４１ ０.０５９ ３５ ０.０６０ ５７

６０ ０.０６１ １０ ０.０６１ ０５ ０.０６２ ３７ ０.０５９ ６１ ０.０５９ ５４ ０.０６０ ７８

８０ ０.０６０ ６４ ０.０６０ ５９ ０.０６１ ９３ ０.０５９ ３３ ０.０５９ ２６ ０.０６０ ５１

１００ ０.０６０ ００ ０.０５９ ９５ ０.０６１ ３１ ０.０５８ ７０ ０.０５８ ６４ ０.０５９ ９０

　 　 ＳＭＡ 层合梁的中部挠度与频率比(非线性频

率与线性频率之比)如图 ２ 所示ꎮ ＳＭＡ 体积分数

ＶＳ ＝ ２％ꎬ初始应变 ε０ ＝ ０.４％ꎬ长高比 Ｌ / Ｈ ＝ ２０ꎬ不
考虑地基的刚度ꎮ 结果和预期的一样ꎬ温度增加

时频率比增加ꎬ线性固有频率减小ꎮ 这是因为所

选取的温度范围内ꎬ热应力比 ＳＭＡ 恢复应力大得

多ꎬ结构的刚度主要受热应力的影响ꎬ而热应力使

梁的刚度减小ꎮ
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图 ２　 温度变化时的频率

图 ３ 中 ＳＭＡ 体积分数 ＶＳ ＝ １０％ꎬ初始应变

Ｔ＝ １２０ ℃ꎬ长高比 Ｌ / Ｈ ＝ ３０ꎬ不考虑地基的刚度ꎮ
ＳＭＡ 初始应变增加ꎬ频率比减小ꎬ线性频率增加ꎮ
温度不变时结构热应力不变ꎬ结构刚度的变化主

要受 ＳＭＡ 恢复应力的影响ꎬ初始应变越大ꎬＳＭＡ
恢复应力越大ꎬ导致系统刚度增加ꎮ
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图 ３　 初始应变变化时的频率

图 ４ 中 ＳＭＡ 初始应变 ε０ ＝ ０.４％ꎬＴ ＝ １５０ ℃ꎬ
长高比 Ｌ / Ｈ ＝ ３０ꎬ不考虑弹性地基的作用ꎮ ＳＭＡ
体积分数增加ꎬ频率比减小ꎬ线性频率减小ꎬ主要
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􀅰信息技术􀅰 张配􀅰基于二次摄动法的 ＳＭＡ 层合梁非线性自由振动分析

原因是 ＳＭＡ 体积分数越大ꎬ结构中的金属相组分

越多ꎬ系统的刚度越大ꎬ等效密度也增大ꎬ这样广

义惯量的增加对系统频率的影响大于刚度ꎮ
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图 ４　 体积分数变化时的频率

图 ５ 是长高比对频率的影响曲线ꎮ 长高比

Ｌ / Ｈ 增大时频率比增大ꎬ线性频率减小ꎮ 这是由

于 ＳＭＡ 梁跨度增大使柔度增加所导致的ꎮ Ｌ / Ｈ
越大时系统的非线性特性越显著ꎮ 观察到 Ｌ / Ｈ
比对频率比的影响在较低的长高比下更为明显ꎮ
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图 ５　 长高比变化时的频率

图 ６ 是 ＳＭＡ 角度对频率的影响曲线ꎬ可以看出

ＳＭＡ 铺设角度越大ꎬ梁的线性固有频率越小ꎬ而频率

比越大ꎮ 这是由于随着 ＳＭＡ 铺设方向与主方向之

间角度的增加ꎬ系统的总刚度降低导致的ꎮ
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图 ６　 ＳＭＡ 角度对频率的影响

４　 结语

利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理ꎬ建立了 ＳＭＡ 层合梁

的动力学方程ꎮ 使用二次摄动法研究了系统的自

由振动特性ꎬ得出如下结论ꎮ
１)较低的温度下ꎬ热应力占主导ꎬ温度上升使

得线性固有频率下降ꎮ
２)初始应变越大 ＳＭＡ 恢复应力越大ꎬ系统刚

度越大ꎻＳＭＡ 体积分数越大ꎬ系统的刚度、惯量同

时增加ꎬ惯量的增加大于刚度的增加ꎮ

３)长高比增大时ꎬ频率比增大ꎬ线性频率减

小ꎻＳＭＡ 铺设方向与主方向夹角的增加ꎬ导致线

性频率下降ꎬ而频率比上升ꎮ
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􀅰电气与自动化􀅰 胡建玥􀅰基于力觉伺服轨迹规划的磨抛工业机器人曲面跟踪控制研究

�

�

��

���

���

���

���

�
�
�/

�K�T

���������

���������

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ����

图 １５　 工业机器人末端 ｚ 轴力

３　 结语

本文就工业机器人提出一种自由曲面磨抛轨

迹自动生成方法ꎬ重点对工件 ＳＴＬ 模型进行

Ｂｅｚｉｅｒ 三角曲面拟合ꎬ进而得到拟合曲面方程ꎮ
其次ꎬ利用等参数法和曲线偏置的方法ꎬ得到工业

机器人进行跟踪控制的全部轨迹ꎬ并对加工工件

的自由曲面生成了螺旋式磨抛轨迹ꎮ 同时ꎬ补充

了曲面偏置的方法ꎬ通过轨迹的转换算法生成了

机器人加工过程中磨抛轨迹位移曲线ꎬ解决了曲

线偏置时的干涉问题ꎬ并通过间接力 /位置的控制

方法进行曲面跟踪控制ꎮ 最后通过磨抛实验平台

对机器人力觉伺服轨迹规划方法进行实验验证ꎬ
一是在跟踪进给速度为 １０ ｍｍ / ｓ 的情况下曲面跟

踪误差只有不到 ０.３ ｍｍꎬ证明了利用机器人速度

控制指令实现机器人的轨迹跟踪控制效果与精度

良好ꎻ二是工业机器人在单轴力控制模式下ꎬ目标

接触摩擦力为 ２０ Ｎ 时ꎬ工业机器人末端工具与工

件接触并保持接触力稳定的响应时间在 ０.５ ｓ 以

内ꎬ稳定后接触摩擦力值在目标接触摩擦力

的±３ Ｎ区间内ꎬ证明了力控制方法具有稳定性ꎻ
三是加入工业机器人力控制技术后ꎬｚ 轴末端的受

力能够控制在±４Ｎ 范围内ꎬ证明了本文方法的有效

性ꎮ 本文对机器人力控制的轨迹规划展开的研

究ꎬ对于曲面跟踪控制的研究具有一定意义ꎮ
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