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摘　 要:为解决转子系统半主动振动控制中支承刚度变化策略设计问题ꎬ研究一种基于伪稳态响应的支承刚度变化策

略优化设计方法ꎮ 建立带有时变刚度支承的结构集总参数模型ꎬ利用等效线性化理论推导时变刚度支承的等效刚度与

等效阻尼ꎬ结合转子系统动力学方程得到伪稳态响应表达式ꎮ 在此基础上ꎬ建立以伪稳态响应为优化目标的支承刚度

变化策略优化方法ꎬ通过仿真分析该方法的合理性ꎮ 基于形状记忆合金建立可控刚度支承－转子系统试验器ꎬ开展振动

控制试验ꎮ 结果表明:转子系统经过临界转速时的响应峰值最大减振率达到 ４９.７％ꎬ验证了基于变刚度支承的转子系统

减振策略优化设计方法的有效性ꎮ
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０　 引言

降低转子通过临界转速的振幅ꎬ一直是转子动

力学领域十分关注的问题ꎮ 采用半主动振动控制技

术具有耗能更低、稳定性更好并且动力特性可调、潜
力大等优势ꎬ在振动控制领域ꎬ半主动控制得到了广

泛应用ꎮ 形状记忆合金(ｓｈａｐｅ ｍｅｍｏｒｙ ａｌｌｏｙꎬＳＭＡ)
是一种智能材料ꎬ其通过内部奥氏体相与马氏体相

之间的相互作用机制及相变过程[１]ꎬ可以使 ＳＭＡ 刚

度发生变化ꎮ 此特性可应用于转子系统振动控制ꎮ
洪杰等[２]通过数值仿真研究了 ＳＭＡ 用于结

构振动控制的可行性ꎮ ＷＩＬＬＩＡＭＳ 等[３]利用 ＳＭＡ
力学特性随温度变化的特点ꎬ制作了 ＳＭＡ 变刚度

弹簧ꎬ通过加热程度来调整刚度变化ꎬ提出了基于

ＳＭＡ 的变刚度式半主动动力吸振器ꎮ 任勇生

等[４]研究了 ＳＭＡ 弹簧支承对转子系统动力学稳

定性的影响ꎮ 目前ꎬ基于 ＳＭＡ 支承的转子系统振

动控制的研究ꎬ没有涉及对于支承刚度变化策略

优化的研究ꎮ 本文提出了一种基于伪稳态响应的

支承刚度变化策略优化设计方法ꎬ并搭建了 ＳＭＡ
可控刚度支承－转子系统试验器ꎬ通过试验验证了

该方法的有效性ꎮ

１　 变刚度支承结构建模及其伪稳态响应

１.１　 变刚度支承结构伪稳态响应计算方法

不平衡激励下带有时变刚度支承的单自由度
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集总参数模型ꎬ如图 １ 所示ꎮ 该结构的质量 ｍ 和

阻尼 ｃ 为不随时间变化的常数ꎬ刚度 ｋ( ｔ)随时间

发生变化ꎬＦ 为不平衡量ꎮ

x
m

ck(t)

ω

F

图 １　 时变刚度支承结构集总参数模型

系统动力学方程如式(１)所示ꎮ

ｍｘ
􀅰􀅰＋ｃｘ

􀅰＋ｋ( ｔ)ｘ＝Ｆω２ｓｉｎωｔ (１)
在 ｔ 时刻ꎬ对时变支承刚度 ｋ( ｔ)进行一阶泰

勒展开ꎬ得到

ｋ( ｔ)＝ ｋ０＋ｋ
􀅰
ｔ＋ο( ｔ)≈ｋ０＋ｋ

􀅰
ｔ (２)

式中:ｋ０为 ｔ 时刻刚度ꎻｋ
􀅰
为刚度变化速率ꎻｏ( ｔ)为

参数 ｔ 的高阶无穷小量ꎮ
在正弦激励下ꎬ系统稳态响应如式(３)所示ꎮ

ｘ＝Ｘｓｉｎ(ωｔ＋φ) (３)
式中 Ｘ 是稳态下位移响应幅值ꎮ

基于等效线性化理论[５]ꎬ得到时变支承刚度

的等效阻尼和等效刚度分别为:

ｃｅｑ＝
１

πＡω ∫
２π －φ
ω

－ φ
ω

(ｋ０ ＋ ｋ
􀅰
ｔ)Ａｓｉｎ(ωｔ ＋ φ)ｃｏｓ(ωｔ ＋

φ)ωｄｔ ＝ － ｋ
􀅰

２ω ２ (４)

ｋｅｑ ＝ １
πＡ ∫

２π －φ
ω

－ φ
ω

(ｋ０ ＋ ｋ
􀅰
ｔ)ｓｉｎ(ωｔ ＋ φ)ωｄｔ≈ｋ０ (５)

由时变支承刚度的等效阻尼和等效刚度ꎬ可
得到系统的位移响应为

Ｘ(ω)＝ [－ω２ｍ＋ｊω(ｃ＋ｃｅｑ)＋ｋｅｑ]
－１Ｆω２ (６)

１.２　 伪稳态响应数值仿真

以图 １ 中带有时变刚度支承的单自由度集总

参数模型为研究对象ꎬ对伪稳态响应计算方法的

合理性进行探究与评估ꎮ 其中ꎬｍ ＝ １ ｋｇꎬｃ ＝ ０.１
Ｎ􀅰ｓ / ｍꎬＦ＝ ０.１ ｋｇ􀅰ｍꎮ 不平衡激励的旋转频率

随时间匀加速增加ꎬ其升速率 ａ 为 １ ｒａｄ / ｓ２ꎬω ＝
ａ×ｔꎬ结构的时变刚度表达式如式(７)所示ꎮ

ｋ( ｔ)＝

ｋｈꎬ　 ｔ≤ｔ０

ｋｈ－
ｋｈ－ｋｌ

Δｔ
( ｔ－ｔ０)ꎬ　 ｔ０<ｔ≤ｔ０＋Δｔ

ｋｌꎬ　 ｔ>ｔ０＋Δｔ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(７)

式中: ｋｈ 为变刚度时刚度达到的最大值ꎬ ｋｈ ＝
２２５ Ｎ / ｍｍꎻｋｌ为变刚度时刚度达到的最小值ꎬｋｌ ＝
１５５ Ｎ / ｍｍꎮ

选取不同的变刚度时间 Δｔ∈[０.５ꎬ５]、刚度变

化起始转速 ω０∈[３.７ꎬ１８.２]ꎬω０ ＝ ｔ０ / ａꎬ可以得到

不同的刚度变化策略ꎬ并采用 Ｎｅｗｍａｒｋ－β 法对不

同刚度变化策略下系统的 ６０ ｓ 时域响应和伪稳态

响应进行了求解ꎬ其计算结果分别如图 ２、图 ３ 所

示ꎮ 图中色块代表了采用横坐标 ω０、纵坐标 Δｔ 对
应下时变刚度模型得到的响应ꎬ对结果进行了归

一化处理 (本刊为黑白印刷ꎬ如有疑问请咨询

作者)ꎮ
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图 ２　 时域响应
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图 ３　 伪稳态响应

为了评估伪稳态响应与时域响应一致性程

度ꎬ本文采用结构相似性 ＳＳＩＭ 指标[６]对图 ２ 和图

３ 进行相似性评估ꎮ ＳＳＩＭ 值越大ꎬ表明两幅图的

相似度越高ꎬＳＳＩＭ 的表达式如式(８)所示ꎮ

ＳＳＩＭ ＝
２μＸμＹ＋Ｃ１

μ２
Ｘ＋μ２

Ｙ＋Ｃ１

􀅰
２σＸσＹ＋Ｃ２

σ２
Ｘ＋σ２

Ｙ＋Ｃ２

􀅰
２σＸＹ＋Ｃ３

σＸσＹ＋Ｃ３
(８)

式中:μＸ、 μＹ分别为两幅图的均值ꎻσＸ、σＹ分别为

两幅图的方差ꎻσＸＹ为两幅图的协方差ꎻＣ１、Ｃ２、Ｃ３

均为常数ꎮ
图 ２ 和图 ３ 中最大峰值、ＲＭＳ 对应 ＳＳＩＭ 的

计算结果分别为 ０.９９９ ３、０.９９９ ９ꎬ表明采用伪稳

态计算方法得到的响应结果与瞬态计算得到的响

应基本一致ꎬ伪稳态响应可以准确地反映变刚度

对动力学响应带来的影响ꎬ与时域响应具有较好
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的一致性ꎮ
分别以时域响应最大峰值、ＲＭＳ 值及伪稳态

响应最大峰值、ＲＭＳ 最小为评价指标得到的最优

刚度变化起始转速 ω０如表 １ 所示ꎮ 可以看出ꎬ以
伪稳态响应最大峰值最小以及 ＲＭＳ 最小得到的

最优 ω０与时域得到的最优值基本一致ꎮ 另外ꎬ由
图 ２ 可以看出ꎬ合理设计支承刚度变化策略对于

提升变刚度减振方法的性能有很大的影响ꎮ

表 １　 最优刚度变化起始转速 ω０ 　 单位:ｒａｄ / ｓ　

Δｔ / ｓ
时域响应 伪稳态响应

最大峰值 ＲＭＳ 值 最大峰值 ＲＭＳ 值

０.５ １２ １２ １２ １２

１.０ １２ １２ １０ １２

３.０ １２ １２ １３ １２

１０.０ １３ １１ １４ １３

２　 转子系统支承变刚度策略设计方法

２.１　 转子系统建模

本文的研究对象为带有 ＳＭＡ 可变刚度支承

的转子系统ꎬ如图 ４ 所示ꎬ由双盘转子、２ 个定刚

度支承和 １ 个可变刚度支承构成ꎮ 其中 １＃盘制

作材料为 ６０２３ 铝ꎻ转轴和 ２＃盘制作材料相同ꎬ均
为 ４５ 钢ꎮ 支承参数如表 ２ 所示ꎮ 节点划分如图 １
所示ꎬ采用有限元法建立转子系统的动力学方程ꎬ
如式(９)所示ꎮ

Ｍｘ
􀅰􀅰＋(Ｃ＋ΩＧ) ｘ

􀅰＋ Ｋ＋Ｋｂ( ｔ)[ ] ｘ＝Ｑ (９)
式中: Ｋｂ 为 可 变 刚 度 支 承 的 刚 度 矩 阵ꎬ

Ｋｂ ＝Ｄ ｋ( ｔ)􀅰

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

ＤＴꎻ

Ｍ、Ｇ、Ｋ 分别为转子的质量矩阵、陀螺矩阵与刚度

矩阵ꎻＱ 为不平衡力矩阵ꎻＤ 为坐标转换矩阵ꎻΩ
为转子的旋转速度ꎮ

��, 2�,
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图 ４　 变刚度支承－转子结构

表 ２　 支承刚度参数

支承 刚度 / (Ｎ / ｍｍ)

１＃ [１５５ꎬ２２５]

２＃ ２×１０５

３＃ １８０

２.２　 基于伪稳态响应的支承变刚度策略设计方法

将式(４)和式(５)代入转子系统方程ꎬ可以得

到转子系统的伪稳态位移响应如下:
Ｘ(ω)＝ [－ω２Ｍ＋ｊω(Ｃ＋Ｄｃｅｑ(ｔ)ＥＤＴ＋ωＧ)＋

Ｋ＋Ｄｋｅｑ( ｔ)ＥＤＴ] －１Ｆω２ (１０)
式中 Ｆ 为不平衡量矩阵ꎮ

将转速随时间的变化关系式 ω(ｔ)代入式(１０)ꎬ
可以得到不平衡量激励下的可控刚度支承－转子系

统的伪稳态位移响应与时间的关系表达式:
Ｘ(ｔ)＝ [－ω(ｔ)２Ｍ＋ｊω(ｔ)(Ｃ＋Ｄｃｅｑ(ｔ)ＥＤＴ＋

ω(ｔ)Ｇ)＋Ｄｋ(ｔ)ＥＤＴ＋Ｋ]－１Ｆω(ｔ)２ (１１)
以转子系统伪稳态位移响应均方值最小为优化

目标进行优化ꎬ可以确定最优刚度变化起始转速 ω０ꎬ
优化目标函数如式(１２)所示ꎮ

Ｍｉｎｉｍｉｚｅ ＲＭＳ[Ｘｔ(ω０)]ꎬｔ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ

Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ω∗
ｍｉｎ≤ω０≤ω∗

ｍａｘ
{ (１２)

式中:Ｘｔ为第 ｔ 个时间步下的系统伪稳态响应ꎻＮ 为

总时间步ꎻω∗
ｍｉｎ和 ω∗

ｍａｘ分别为刚度变化过程中最小刚

度和最大刚度对应的临界转速ꎮ

３　 支承变刚度策略设计方法在 ＳＭＡ 支承－
转子系统的应用

　 　 形状记忆合金(ＳＭＡ)是一种由两种以上金属元

素构成的材料ꎬ其可以在温度和应力作用下发生相

变ꎬ从而使 ＳＭＡ 刚度变化ꎮ 本文基于 ＳＭＡ 弹簧设计

了一种 ＳＭＡ 支承结构ꎬ其组成与内部结构如图 ５ 所

示ꎮ 支承座与轴承座之间通过 ＳＭＡ 弹簧连接ꎮ 在

支承座与轴承座之间对称布置 ＳＭＡ 弹簧ꎬ通过调节

螺钉调节 ＳＭＡ 弹簧的预压缩量以保证转子的同轴

度ꎮ 由刚度测试数据拟合ꎬ得到的 ＳＭＡ 支承刚度随

温度的变化关系如式(１３)所示ꎮ

Ｋ(Ｔ)＝
ＫＭ＋

ＫＡ－ＫＭ

１＋ｅ－０.１５４(Ｔ－４５) ꎬ　 Ｔ
􀅰
>０

ＫＭ＋
ＫＡ－ＫＭ

１＋ｅ－０.１５４(Ｔ－３５) ꎬ　 Ｔ
􀅰
<０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１３)

式中:ＫＭ、ＫＡ分别为 ＳＭＡ 马氏体、奥氏体下的支

承刚度ꎻＴ 为实测温度ꎮ

􀅰５９􀅰
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图 ５　 ＳＭＡ 支承结构

　 　 温度是驱动 ＳＭＡ 支承刚度变化的直接因素ꎬ
对 ＳＭＡ 支承刚度的控制实质是对其温度进行调

节ꎮ 通过对 ＳＭＡ 支承温度控制ꎬ可以实现对 ＳＭＡ
支承刚度的调节ꎮ 支承刚度控制系统如图 ６ 所

示ꎬ主要由高温和低温控制系统两部分组成ꎮ 其

中ꎬ高温控制采用碳纤维加热管 ＰＩＤ 闭环控制ꎬ低
温控制采用液氮空气泵 ＯＮ / ＯＦＦ 控制ꎮ
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图 ６　 支承刚度控制原理框图

对支承进行温度控制ꎬ将温度测试结果代入

式(１３)ꎬ可以得到支承刚度随时间的变化ꎬ结果

如图 ７ 所示ꎮ 可以看出ꎬＳＭＡ 支承刚度的变化分

为 ３ 个阶段:１)变刚度前ꎬ利用 ＰＩＤ 控制碳纤维加

热管对 ＳＭＡ 加热ꎬ使温度在奥氏体相变结束温度

以上ꎬＳＭＡ 处于完全奥氏体状态ꎻ２)当转速达到

变刚度起始位置时ꎬ断开碳纤维加热管控制电路ꎬ
利用 ＯＮ / ＯＦＦ 控制液氮空气泵对 ＳＭＡ 冷却ꎬ当温

度降低至马氏体相变开始温度时ꎬＳＭＡ 开始向马

氏体转变ꎬＳＭＡ 弹性模量开始下降ꎻ３)当温度降

低至马氏体相变结束温度时ꎬＳＭＡ 处于完全马氏

体状态ꎬＳＭＡ 弹性模量不再变化ꎮ 建立 ＳＭＡ 支承

时变刚度的拟合模型如式(１４)所示ꎬ拟合模型与

试验的最大误差为 ４.０８％(图 ７)ꎬ表明拟合模型

的拟合程度较好ꎮ

ｋ( ｔ)＝

ＫＡꎬｔ≤ｔ０

ＫＡ－
ＫＡ－ＫＭ

１＋ｅ－０.７４２ ９( ｔ－ｔ０－１４.５)
ꎬ　 ｔ０<ｔ≤ｔ０＋Δｔ

ＫＭꎬ　 ｔ>ｔ０＋Δｔ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)

式中: ＫＡ ＝ ２２５ Ｎ / ｍｍꎻＫＭ ＝ １５５ Ｎ / ｍｍꎻΔｔ＝ ９ ｓꎮ
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图 ７　 ＳＭＡ 刚度试验与拟合刚度模型对比

ＳＭＡ 支承－转子系统试验台如图 ８ 所示ꎬ由
基座、变频器、电机、柔性联轴器、１ 个 ＳＭＡ 可控

刚度支承、２ 个固定刚度支承、１ 段光轴和 ２ 个圆

盘组成ꎻ可控刚度支承上布置了用于温度控制的

液氮喷射铜管和碳纤维加热管ꎮ 电机通过柔性联

轴器与转子相连ꎮ 转子几何尺寸如图 ４ 所示ꎬ支
承参数如表 ２ 所示ꎮ ＳＭＡ 刚度支承－转子测试系

统组成如图 ９ 所示ꎮ
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图 ８　 转子试验台
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图 ９　 ＳＭＡ 刚度支承－转子测试系统组成

试验时取转子的升速率 ａ 为 ０.７６ ｒａｄ / ｓ２ꎬ对 ｔ０
在[ωｍｉｎ / ａꎬ ωｍａｘ / ａ] 范围内以系统伪稳态响应

􀅰６９􀅰
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ＲＭＳ 最小为目标进行优化ꎬωｍｉｎ、ωｍａｘ分别为 ＳＭＡ
支承在马氏体、奥氏体状态下转子系统的第 １ 阶临

界转速ꎬ其中ꎬωｍｉｎ ＝ ２ ５６８ ｒ / ｍｉｎꎻωｍａｘ ＝ ２ ６７８ ｒ / ｍｉｎꎬ
优化模型如式(１２)所示ꎮ 优化得到最优位置 Ω＝
２ ５６８ ｒ / ｍｉｎꎮ

采用优化得到的支承刚度变化策略ꎬ开展转

子试验ꎮ 转子时域响应与转速 １ 阶切片图分别如

图 １０、图 １１ 所示ꎮ 可以看出ꎬ与转子支承刚度为

固定值时的临界响应峰值相比较ꎬ过 １ 阶临界转

速时ꎬ转子系统轴端处响应峰值下降了 ２１.０８％ꎬ
２＃盘处响应峰值下降了 ４９.７％ꎮ
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图 １０　 转子试验时域响应
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图 １１　 转子试验转速 １ 阶切片图

４　 结语

针对基于变刚度支承的转子系统振动控制中

支承刚度变化策略优化设计方法问题开展了研

究ꎬ得到结论如下ꎮ
１)合理设计支承的刚度变化策略可以有助于

提升系统的减振效果ꎮ
２)建立了一种基于伪稳态的支承变刚度策略

设计方法ꎬ利用 ＳＳＩＭ 指标对时变刚度结构的伪稳

态响应与时域响应进行了对比ꎮ 结果表明ꎬ伪稳

态响应与时域响应具有较高的一致性ꎮ
３)基于 ＳＭＡ 支承－转子试验器开展振动控制

试验ꎮ 结果表明:采用变刚度策略时ꎬ转子系统过

１ 阶临界转速时轴端处响应峰值下降了 ２１.０８％ꎬ
２＃盘处响应峰值下降了 ４９.７％ꎮ
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