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含减震器的振动冲击机械系统动力学研究
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摘　 要:以含减震器的振动冲击系统为研究对象ꎬ建立振动模型ꎮ 采用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 法求解了运动方程ꎬ通过

Ｍａｔｌａｂ 仿真得到系统的分岔图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射ꎬ研究系统在频率变化时由倍周期分岔和 ｈｏｐｆ 分岔转迁为混沌运动的路

径以及减震器参数对其系统动力学行为的影响ꎮ 结果表明:参数改变时系统具有分岔、概周期和混沌等复杂动力学行

为ꎬ非线性减震器刚度增大时ꎬ分岔图混沌区域增大ꎮ
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０　 引言

含间隙的振动存在于各类动力机械当中ꎬ零件

之间剧烈的碰撞振动可能会导致动力系统的安全

性降低ꎬ继而加大零部件的磨损ꎬ降低机械零部件

的寿命ꎬ但另一方面人们也可以有效利用非线性振

动系统对整体的动力学行为进行优化ꎮ 例如高速

列车的主动抗蛇行减震器、振动筛、冲击减震器等ꎮ
因此含间隙碰撞的非线性动力学研究对含间隙机

械系统的动力学行为分析、可靠性、安全性分析具

有重要意义ꎮ 在已有的相关研究中ꎬＡＬＡＢＩ[１] 设计

了一种含调谐减震器冲击钻ꎬ检测了吸收器的阻

尼、减震器非线性刚度等对手持冲击钻性能的影

响ꎮ 廖茂林[２]通过分岔和相平面分析ꎬ得出钻头的

振动在较高的激振频率和振幅使得破岩效率更好ꎮ
吕小红等[３]通过一种拍频激励ꎬ将高频低幅响应转

换为低频高幅响应ꎮ 杨振中[４] 分析了在最佳冲击

时振动冲击打桩机各动力参数之间的关系ꎮ 罗冠

炜等[５]分析了小型打桩机周期运动的稳定性与分

岔ꎬ得出适当的系统参数可以使小型打桩机呈现稳

定的周期ꎮ 含间隙、约束的各类冲击振动系统[６－７]

也在近年来受到重视ꎮ 尹凤伟等[８] 研究了一类非

光滑振动系统周期冲击振动的多样性及分岔特征ꎮ
李万祥等[９]证明了单自由度含间隙系统中存在叉

式、倍周期分岔以及 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ阐述了 Ｈｏｐｆ 分岔与

混沌的形成过程ꎮ 本文选择一个周期界面作为

Ｐｏｉｎｃａｒé 映射的截面ꎬ用数值法全面分析了系统的分

岔与混沌的形成过程ꎬ研究了非线性减振器参数变

化对系统分岔与混沌行为的影响ꎮ 为改善含减震器

冲击系统以及优化新的非线性参数ꎬ最大限度地减

少机器的非周期振动ꎬ将其保持在一个相对稳定的

频率带提供了理论依据ꎮ

１　 力学模型及其运动微分方程

一类含减震器的冲击振动系统动力学模型如

图 １ 所示ꎮ 将实际工程中某种含间隙动力系统抽

象为该模型ꎮ 其中质量块 Ｍ１、Ｍ２ 通过刚度系数

为 Ｋ２ 的线性弹簧以及阻尼系数为 Ｃ２ 的线性阻尼

连接ꎮ 与此同时ꎬＭ１、Ｍ２ 分别通过刚度为 Ｋ１、Ｋ３

的线性弹簧ꎬ阻尼系数为 Ｃ１、Ｃ３ 的线性阻尼与两
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端刚性平面相连ꎬ非线性减振器质量为 Ｍ３ꎮ 假设

作用在质量块上的激振力为 Ｆｓｉｎ(ΩＴ＋τ)ꎮ ３ 个

质量块都只能在光滑的水平面上做水平方向的振

动ꎮ 冲击机械的运动机制为活塞在激振器中做往

复运动ꎬ活塞在激振器上施加周期性的力ꎮ 为了

使其振动获得更大的冲击力ꎬ活塞在冲击时应具

有尽可能大的速度ꎮ 当 Ｍ２ 和 Ｍ３ 的相对位移 Ｘ３、
Ｘ２ 等于 Ａ(或－Ａ)时ꎬＭ３ 与刚性约束碰撞ꎬ改变速

度方向后ꎬ又以 １ 个新的初值运动ꎬ然后再次碰

撞ꎬ进行往复运动ꎮ
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图 １　 三自由度模型

由牛顿第二定律ꎬ系统的运动微分方程可以

表示为
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μｍ１ ０ ０
０ μｍ２ ０
０ ０ μｍ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｘ
􀅰􀅰

１

ｘ
􀅰􀅰

２

ｘ
􀅰􀅰

３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＋

２ζ１＋２ζ２ －２ζ１ ０
－２ζ２ ２ζ２＋２ζ３＋２ζ４ －２ζ４

０ －２ζ４ ζ４

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｘ
􀅰

１

ｘ
􀅰

２

ｘ
􀅰

３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＋

１＋μｋ２ －μｋ２ ０
－μｋ２ μｋ２＋μｋ３ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ｆｋ(ｘ)
０
１
１

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝

０
ｆ
０

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

ｓｉｎ(ωｔ＋τ)ꎬ　 －ａ≤ｘ１≤ａ (３)

式中

ｆｋ(ｘ)＝
ｆ０＋ｋ４(ｘ３－ｘ２－ａ)ꎬ　 ｘ３－ｘ２>ａ
－ｆ０－ｋ４(ｘ３－ｘ２－ａ)ꎬ　 ｘ３－ｘ２<－ａ
０ꎬ　 　 　 　 　 －ａ≤ｘ３－ｘ２≤ａ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４)

式中: ｘ
􀅰􀅰

ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)表示质量块 Ｍｉ 的位移 ｘｉ 对无

量纲时间 ｔ 求 ２ 阶导数ꎻｘ
􀅰

ｉ 表示质量块 Ｍｉ 的位移

ｘｉ 对无量纲时间 ｔ 求 １ 阶导数ꎬ其无量纲形式为

μｍｉ ＝
Ｍｉ

Ｍ１
ꎻｘｉ ＝

Ｘ ｉＫ１

Ｆ０
ꎻ ζｉ ＝

Ｃ ｉ

２ Ｋ１Ｍ１

　 ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎻ

μｋｉ ＝
Ｋ ｉ

Ｋ１
ꎻｔ＝Ｔ

Ｋ１

Ｍ１
ꎻω＝Ω

Ｍ１

Ｋ１
ꎻｆｉ ＝

Ｆ ｉ

Ｆ０
ꎻａ＝

ＡＫ１

Ｆ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(５)

２　 激振频率对系统动力学行为影响

２.１　 系统的 ｈｏｐｆ 分岔及通向混沌的道路

振动系统模型如图 １ 所示ꎮ 为了研究激振频

率对系统动力学行为的影响ꎬ选取 １ 组系统参数

进行如下分析: ａ ＝ ０.００５ꎬζ １ ＝ ０.０６ꎬζ ２ ＝ ０.０２ꎬζ ３ ＝
０.１ꎬζ ４ ＝ ０.０１ꎬμｍ２

＝ ２.７ꎬμｍ３
＝ ０.５ꎬμ ｋ２

＝ １４ꎬμ ｋ３
＝

０.５ꎬμ ｋ４
＝ ４０ꎬ得到的结果如图 ２ 所示ꎮ
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图 ２　 分岔图

图 ３ 中横坐标表示在 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上振子

Ｍ１ 的无量纲位移ꎬ纵坐标表示振子 Ｍ１ 的无量纲

速度ꎮ 当 ω ＝ ５.８１９ ０ 时ꎬ碰撞振动系统呈现稳定

的两周期运动(图 ３(ａ))ꎮ 当 ω＝ ５.９５１ １ 时ꎬ系统

发生 Ｎｅｉｍａｒｋ－Ｓａｃｋｅｒ 分岔ꎬ两周期运动失稳并分

岔出概周期运动ꎬ图 ３(ｂ)中在投影的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截

面上形成了稳定的不动点ꎮ 随后在ω ＝ ５.９５５ ５ 处

不动点失稳后缓慢且稳定地形成了吸引不变圈表

示的概周期运动ꎬ如图 ３(ｃ)所示ꎮ 随着频率 ω 的

􀅰１２􀅰



􀅰机械制造􀅰 陈昕ꎬ等􀅰含减震器的振动冲击机械系统动力学研究

增加ꎬ系统又进入稳定的概周期运动状态ꎬ如

图 ３(ｄ)所示ꎮ 当 ω 进一步增大至 ７.１６７ ０ꎬ发现

系统运动又进入了 Ｎｅｉｍａｒｋ － Ｓａｃｋｅｒ 分岔ꎬ 如

图 ３(ｆ)的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图所示ꎬ此时系统正在一

个稳定的 ４ 周期内运行ꎮ 当 ω ＝ ７.１８１ ０ 时ꎬ系统

出现了锁相(图 ３(ｇ))ꎬ继而由锁相直接转迁为混

沌ꎬ如图 ３(ｈ)所示ꎮ
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图 ３　 投影的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图

２.２　 系统的倍周期分岔及通向混沌的道路

选取无量纲系统数 ａ ＝ ０.００５ꎬ ζ １ ＝ ０.５４ꎬζ ２ ＝
０.１８ꎬζ ３ ＝ ０.１０ꎬζ ４ ＝ ０.０１ꎬμｍ２ ＝ ０.９０ꎬμｍ３ ＝ ０.３０ꎬ
μ ｋ２ ＝ ６ꎬμ ｋ３ ＝ ３０ꎬμ ｋ４ ＝ ４０ꎮ

将激振频率 ω 作为分岔参数对振动系统进

行数值积分ꎮ 积分得到的局部分岔图如图 ４ 所

示ꎮ 图中横坐标表示无量纲的激振频率ꎬ纵向坐

标表示质量块 Ｍ２ 运动的瞬时速度ꎮ 由图 ４ 可以

看出ꎬ随着激振频率的增加ꎬ碰撞振动系统的周期

运动发生周期倍化分岔ꎬ继而进入混沌ꎮ 为了更

详尽地描述系统的倍化分岔行为以及通向混沌的

过程ꎬ借助相平面图、截面图在上述系统参数下对

振动系统的分岔响应进行分析ꎮ

��

�

���

���

x 2·

ω
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

图 ４　 局部分岔图

　 　 图 ５(ａ)为激振频率 ω ＝ ８.７５１ 时系统的相图

及截面图ꎮ 图中横坐标表示质量块 Ｍ２ 在水平方

向的位移ꎬ纵坐标表示质量块 Ｍ２ 在水平方向的

速度ꎬ这时系统做稳定的 ２ 周期运动ꎮ 随着激振

频率的增加ꎬ系统发生倍化分岔ꎬ此时系统做稳定

的 ４ 周期运动ꎬ激振频率 ω ＝ ９.００５ 时的相图、截
面图 如 图 ５ ( ｂ ) 所 示ꎮ 当 激 振 频 率 增 加 到

ω＝ ９.１６９时ꎬ系统再次发生倍化分岔ꎬ呈现稳定的

８ 倍周期运动窗口ꎬ相图、截面图如图 ５(ｃ)所示ꎮ
随着频率 ω 的增加ꎬ当 ω ＝ ９. ３０９ 时ꎬ系统经其

Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ 倍化序列进入 ４ 周期的混沌运动ꎬ此
时的相图、截面图如图 ５(ｄ)所示ꎮ 当 ω 更进一步

增大至 ９.４５５ꎬ周期运动呈现混沌响应状态ꎬ相图、
截面图如图 ５(ｅ)所示ꎮ
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(c) ω= 9.169

(b) ω=9.005

(a) ω=8.751
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(d) ω= 9.309
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(e) ω= 9.455
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图 ５　 相图和截面图

２.３　 非线性减震器参数对系统动态性能的影响

因此模型中参数较多ꎬ为了进一步确定系统

参数对系统动力学行为的影响ꎬ只能通过改变单

参数ꎬ分析其变化对动力学行为的影响ꎮ 通过数

值计算ꎬ分析各系统参数对周期运动和混沌运动

的影响ꎬ如图 ６(ａ)和图 ６(ｂ)所示ꎮ 结果表明ꎬ当
μｋ４ ＝ ４０ꎬａ＝ ０.００５ꎬμｍ３ ＝ １ 时系统包含了多种分岔

以及混沌运动ꎮ 相比之下ꎬμｋ４ ＝ ２５ 时ꎬ随着系统

频率 ω 的增加ꎬ系统周期运动窗口变窄ꎬ质量块

Ｍ１ 的冲击速度明显降低ꎬ系统一直做稳定的周期

运动ꎮ 可见减小非线性减震器刚度可以使此系统

趋于稳定ꎮ μｋ４ ＝ ５０ 时ꎬ图 ６( ｃ)表明系统周期窗

口宽度加大ꎬ且系统有短暂周期运动明显转迁为

混沌ꎬ中途虽然经历了周期窗口ꎬ但大部分都处于

混沌状态ꎬ且系统的计算值出现跳跃现象ꎮ 当间

隙 ａ 增大时ꎬ分岔图如图 ６(ｄ)所示ꎬ系统的混沌

区域几乎布满了整个周期窗口ꎬ可见此时系统极

不稳定ꎮ 当间隙 ａ 减小至 ０.００１ 时ꎬ如图 ６(ｅ)所
示ꎬ周期窗口变窄ꎬ混沌区域消失ꎬ减小间隙有利

于系统稳定ꎮ 当质量比 μｍ３ ＝ １ 时ꎬ系统的混沌区

域明显变窄ꎬ一些区域的 Ｎｅｉｍａｒｋ－Ｓａｃｋｅｒ 分岔也

消失不见ꎬ如图 ６( ｆ)所示ꎮ 所以质量比的大小也

是影响系统稳定性的重要因素ꎮ

３　 结语

１)通过对一类含减震器的 ３ 自由振动系统进

行仿真ꎬ发现随着激振频率的变化ꎬ系统由倍周期

分岔和 ｈｏｐｆ 分岔转迁为混沌运动的路径ꎮ
２)通过控制单参数ꎬ其他参数不变ꎬ研究了不

同系统参数对系统的影响ꎬ结果表明减震器刚度

系数和碰撞间隙的减小以及质量比的增加可以使

得系统更加稳定ꎮ
３)通过以上研究发现在一些参数的改变下ꎬ

混沌区域窗口明显增加ꎻ在混沌区域内ꎬ速度的变

化也急剧增大ꎬ使得冲击程度十分剧烈ꎮ 若在此

区域内长期运行ꎬ对机械系统十分不利ꎮ 尽量避

免此现象的发生ꎬ可为含减震器机械系统的优化

设计提供一定的理论依据ꎮ
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(a) μk4=40
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图 ６　 投影的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射
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