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摘　 要:针对线性模态叠加原理ꎬ对 Ｔ型接头进行谐响应分析ꎬ通过线性叠加进行理论数值计算并与谐响应分析数值进

行对比ꎮ 对 Ｔ型接头建立有限元模型ꎬ介绍结构的各个属性以及运用模态分析展示出 Ｔ型接头在前 ４阶的固有频率以

及振型云图ꎻ对 Ｔ型接头进行模态叠加法的谐响应分析ꎬ从而防止共振的发生ꎻ进行理论线性模态叠加的计算ꎬ将理论

与实际值进行对比ꎬ从而使模态叠加更加清晰明确ꎮ
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０　 引言

Ｔ型接头在机车车辆中被广泛使用ꎬ但在机

车运行过程中往往由于焊接疲劳的问题ꎬ导致机

车无法正常行驶ꎮ 通过对结构进行谐响应分析ꎬ
能够准确地找出问题的关键ꎬ同时能够解决结构

与机车振动频率一致的问题ꎬ从而达到优化、稳
固ꎮ 王冰[１]通过对构件的动力学分析ꎬ对结构的

固有频率做出了分析ꎬ避免了构件与转动轴发生

共振ꎮ 顾亮等[２]提出了以振型平方和的形式对频

响函数进行加权组合ꎮ 邹孔庆等[３]推导了大跨度

桥梁模态贡献度系数和最优时间步长计算公式ꎮ
吴梦玉[４]提出了加权位移模态高斯曲率识别ꎮ 庞

超凡等[５]通过对结构的研究ꎬ在将质量减小的情

况下ꎬ提高了结构的可靠性ꎮ 孙攀旭等[６]实现了

基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ阻尼模型的复模态叠加法ꎮ 现有文

献对模态叠加研究很多ꎬ多数研究是直接针对结

构的振动特性展开研究ꎬ在研究过程中常常忽略

线性理论过程ꎬ其研究耗时长且内容不易理解ꎮ
因此ꎬ结合现有的研究成果ꎬ本文以 Ｔ型接头为研

究对象ꎬ提出基于线性模态叠加的方法ꎬ在对结构

进行模态分析及谐响应分析的基础上ꎬ验证该方

法能够检测出动力学系统的线性ꎬ使识别结构的

线性模态参数能足够准确ꎬ更有利于理解与分析ꎮ

１　 模态叠加相关理论

模态分析是动力学中最基本的部分ꎮ 通过模态

分析ꎬ可以使结构避免共振或让结构在指定的频率

下振动ꎬ且在结构设计过程中应避免共振的发生ꎮ
结构动力学中通用的动力学控制方程如下

所示ꎮ

Ｍｕ
􀅰􀅰＋Ｃｕ

􀅰＋Ｋｕ＝Ｆ( ｔ) (１)
式中:Ｍ 为结构质量矩阵ꎻＣ 为结构阻尼矩阵ꎻＫ
为结构刚度矩阵ꎻＦ( ｔ)为力矩阵ꎻｕ 为节点位移矢

量ꎻｕ
􀅰
为节点速度矢量ꎻｕ

􀅰􀅰
为节点加速度矢量[７]ꎮ

式(１)的物理意义可以理解为

ｍ􀅰ａ＋ｃ􀅰ｖ＋ｋ􀅰ｘ＝ ｆ( ｔ) (２)
式中:ａ 为加速度ꎻｖ 为速度ꎻｘ 为位移ꎮ

求解式(１)ꎬ要设 Ｆ( ｔ)＝ ０ꎬ将它转换为齐次
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的 ２阶微分方程ꎬ可以求解出特征值和特征向

量[８]ꎮ 所求特征值即为各阶的固有频率ꎬ对应的

特征向量即为各阶振型ꎬ即式(１)可以变成:

Ｍｕ
􀅰􀅰＋Ｃｕ

􀅰＋Ｋｕ＝ ０ (３)
在实际结构当中ꎬ结构的材料本身所带有的

阻尼比是很小的ꎬ有阻尼和无阻尼得到的固有频

率基本上没有差异ꎬ故设 Ｃ＝ ０ꎬ则可以得到:

Ｍｕ
􀅰􀅰＋Ｋｕ＝ ０ (４)

需要特别注意的是ꎬ模态分析假定结构是线

性的ꎬ因此 Ｍ、Ｋ 是保持为常数的ꎬ这也是可以继

续算下去的基础ꎮ 对上述式子进一步分析ꎬ假设

此时的自由振动为简谐运动ꎬ也就是说 ｕ＝ｕ０ｓｉｎωｔ

(ω 为圆周频率ꎬｕ０ 为常系数)ꎬ且ｕ
􀅰􀅰＝－ω２ｕ０ｓｉｎωｔꎬ将

位移和加速度带入式(４)可以得到:
Ｋ－ω２Ｍｕ＝ ０ (５)

对式(５)进行求解ꎬ可以得到方程的根ω２ꎬ即
方程的特征值ꎬ特征值开平方则为 ωꎬ即固有圆周

频率ꎬ因此结构的固有频率就可以通过公式 ｆ ＝
ω / (２π)计算ꎮ 对式(５)进行转化可以得到ω２ ＝
Ｋ/ Ｍｕꎬ这可以看出固有频率与刚度和结构质量之间

的关系ꎬ与刚度成正比ꎬ与结构的质量成反比ꎮ
模态叠加法就是在式(１)的基础上进行降

阶ꎬ通过上述公式首先分析模态板块的问题:
Ｍϕ＝ω２Ｋϕ (６)

从式(６)中得到 ｊ 阶最小特征值对(ω１ꎬϕ１)ꎬ
(ω２ꎬϕ２)ꎬ􀆺ꎬ(ω ｊꎬϕｊ) (ϕ 为结构的振型)ꎬ通过 ｊ
阶振型组成的 ｉ×ｊ 阶振型矩阵对其引入一组新的

坐标 θ＝(θ１ꎬθ２ꎬ􀆺ꎬθｎ) Ｔ进行坐标变换:

ｕ ＝ ϕθ ＝∑
ｊ

ｎ ＝ １
ϕｎθ ｎ (７)

在式(１)左右两端的左边乘ϕＴꎬ可以得出:

ϕＴＭϕｕ
􀅰􀅰＋ϕＴＣϕ ｕ

􀅰＋ϕＴＫϕｕ＝ϕＴＦ( ｔ) (８)
通过模态振型关于质量和刚度矩阵的正交

性ꎬ采用模态比例阻尼ꎬ可得:
ϕＴＭϕ＝ Ｉｊ
ϕＴＫϕ＝ｄｉａｇ{ω２１ꎬ􀆺ꎬω２ｊ }

ϕＴＣϕ＝ｄｉａｇ{２ ω１ξ１ꎬ２ ω２ξ２ꎬ􀆺ꎬ２ ω ｊξ ｊ}

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

式中ξ ｊ代表第 ｊ 阶模态阻尼比ꎮ
将式(９)带入式(８)ꎬ可以得到 ｊ 个互相独立

的方程ꎬ其中第 ｊ 个方程为

ｕ ｊ
􀅰􀅰＋２ ω ｊξ ｊｕ ｊ

􀅰＋ω２ｊ ｕ ｊ ＝ ｂ ｊ (１０)
通过式(１０)就可以将多自由度系统方程解

耦ꎬ通过求解每一个单自由度系统对应的ｕ ｊꎬ利用

式(７)进行求解可得到原来多自由度系统的解ꎮ

２　 有限元模型建立

使用 ＳｏｉｌｄＷｏｒｋｓ创建三维 Ｔ 型接头模型ꎬ将
模型转化为 ＳＴＰ 格式导入 Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 中进行分

析ꎬＴ型接头在机车车辆中运用非常多ꎬ常常因为

疲劳问题而失效[９]ꎮ Ａｎｓｙｓ Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 有限元通

过节点进行计算ꎬ在软件中可以进行自动化的网格

划分ꎬ模型精度要求较高的地方会自动调节网格的

密度ꎬ使模型网格质量达到要求ꎬ如图 １所示ꎮ
模拟 Ｔ型焊接接头ꎬ材料为结构钢ꎬ泊松比为

０.３ꎬ弹性模量为 ２０ ０００ ＭＰａꎬ结构的节点数量为

７７７ꎬ单元数量为 ７４０ꎮ 仿真模拟 Ｔ 型接头固定一

端ꎬ在整体结构上施加 ｙ 方向单位加速度ꎮ
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图 １　 Ｔ 型接头有限元模型

３　 Ｔ 型接头模态以及谐响应分析

３.１　 模态分析

模态分析中只关心低阶频率ꎬ低阶模态参与

系数大ꎻ而高阶模态参与系数小ꎬ对结果影响不

大ꎬ故高阶模态可以忽略ꎮ
表 １ 所示为结构前 ４ 阶固有频率ꎬ图 ２ 为结

构的振型云图ꎮ 通过表 １和图 ２可以看出 Ｔ型接

头的第 １阶模态固有频率为 １.５６７ ７ Ｈｚꎬ最大总变

形量为 ０. ００６ ２９６ ｍｍꎻ第 ２ 阶模态固有频率为

３.７３２ ０ Ｈｚꎬ最大总变形量为 ０.００８ ７５１ ｍｍꎻ第 ３
阶模态固有频率为 ４.３９３ ３ Ｈｚꎬ最大总变形量为

０.００５ ８５８ ｍｍꎻ第 ４阶模态固有频率为 ８.２８１ ８Ｈｚꎬ
最大总变形量为 ０.００４ ６１１ ｍｍꎮ

表 １　 结构前 ４ 阶模态固有频率

阶数 固有频率 / Ｈｚ

１阶 １.５６７ ７

２阶 ３.７３２ ０

３阶 ４.３９３ ３

４阶 ８.２８１ ８

􀅰３９１􀅰
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　 　 由图 ２ 可以看出ꎬＴ 型接头结构都出现一定

程度上的变形ꎮ 在实际运用过程中ꎬ模态分析得

到的固有频率在一定程度上可以起到参考的作

用ꎬ但是真正考察共振的问题ꎬ需要对结构进行谐

波响应分析ꎬ从中得出结构在何种频率下会发生共

振ꎮ 共振是有害的ꎬ当载荷与结构的频率一致时ꎬ会
导致结构发生大幅度的形变ꎬ最终导致结构发生破

坏ꎮ 因此需要对结构进行谐波响应分析ꎮ
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图 ２　 第 １—４阶模态振型

３.２　 谐响应分析

在 Ａｎｓｙｓ Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 中谐响应分析是基于模

态分析基础上的ꎬ模态叠加法又可以叫做振型叠

加法ꎬ在软件中可直接设置工况ꎬ然后对其进行求

解ꎬ其原理就是利用坐标变换将原来的动力学运

动方程进行解耦ꎬ形成 ｎ 个独立的方程求解振型

位移解ꎬ最后进行各阶的模态叠加得出总响应曲

线ꎮ 具体原理计算参考上述模态理论ꎮ
本文对结构进行谐响应分析ꎬ通过模态分析

可以得出前 ４阶模态的频率不超过 ９ Ｈｚꎮ 为了计

算更加精确ꎬ对结构的频率间距(需要注意的是频

率间距应小于模态分析频率的 １.５ 倍)范围设置

最小为 １ Ｈｚꎬ最大为 ９ Ｈｚꎬ求解方案间隔设置为

２００ꎬ阻尼设置为 ０.０２ꎮ 对结构分别在 ｘ、ｙ、ｚ 方向

进行谐响应曲线的求解如图 ３所示ꎮ 从图中可以

看出ꎬ 结 构 发 生 两 次 共 振ꎬ 分 别 是 １. ５６ Ｈｚ、
８.２４ Ｈｚꎬ故在设计优化过程中ꎬ需要对这两阶频

率进行蔽频ꎮ
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图 ３　 ｘ、ｙ、ｚ 方向谐响应曲线
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４　 模态叠加理论响应与实际响应对比

模态可以被叠加ꎬ每个模态的振幅和相位都

可以被叠加在一起ꎬ最终形成系统的总体响应ꎮ
在模态分析中ꎬ结构被建立成许多离散的单元ꎬ分
析每个单元的振动特性ꎬ利用这些特性ꎬ将模态响

应计算出来ꎬ并且叠加求出最后响应ꎮ 式(１１)是
某方向模态振型叠加的计算公式ꎬ某阶振型乘上

某阶的模态系数ꎬ最终求和得出某方向响应ꎮ

Ｚ ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ × ｚｉ 　 ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺 (１１)

式中:ａｉ为第 ｉ 阶振型的模态系数ꎻｚｉ为第 ｉ 阶位移

振型值ꎮ
ｘ、ｙ、ｚ 方向模态系数如表 ２ 所示ꎬｘ、ｙ、ｚ 方向

对比如图 ４所示ꎮ
表 ２　 ｘ、ｙ、ｚ 方向模态系数

方向
模态系数

１阶 ２阶 ３阶 ４阶
ｘ １.８８３ ００ ０.２３４ ００ ０.０９０ ００ ０.２３７ ００
ｙ ６.０６８ ００ ０.０４１ ００ ０.０２４ ４０ ０.０１０ ５０
ｚ ４.４７８ ００ ０.０１６ ５０ ０.００２ ２３ －０.１０８ ００
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图 ４　 ｘ、ｙ、ｚ 方向对比

　 　 从上文可以看出线性模态叠加理论值与实际

响应值一致ꎬ验证了线性模态叠加与谐响应值的

一致性、准确性ꎮ

５　 结语

本文提出了一种基于线性模态叠加理论响应

与实际响应对比的方法ꎬ比较两种方法响应值大

小ꎬ得出数值上保持一致ꎬ使理论与实际融合ꎮ 通

过计算数值以及理论公式ꎬ进一步提高了对模态

叠加法的理解ꎮ 并且ꎬ通过模态分析以及谐响应

分析对 Ｔ 型接头进行变形情况分析ꎬ得到结构在

固有频率下最薄弱的频率ꎬ为后续优化结构奠定

基础ꎮ
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