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摘　 要:基于压电悬臂梁具有独特的振动压电效应ꎬ建立一种含裂纹压电悬臂梁受外部激励作用的系统动力学模型ꎮ
利用变步长 ４阶 Ｒｕｎｇｅ– Ｋｕｔｔａ法对系统参数进行仿真ꎬ借助分岔图、相轨迹图、 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图对含裂纹压电悬臂梁

非线性振动转迁频态进行分析ꎬ并且基于多尺度法分析了系统的固有频率、阻尼特性对其主振体幅频的影响ꎮ 研究结

果表明:含裂纹压电悬臂梁系统的分岔形式以及运动状态具有复杂的非线性多样性ꎮ
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０　 引言

在国内外含裂纹振动件研究中ꎬ许多受力模

型中惯性和阻尼力的应力添加较少ꎬ这意味着应

力与激励频率无关ꎮ 但在许多实际振动件中ꎬ振
动件受载荷的主要来源并不总是直接作用于存在

疲劳裂纹的振动件上ꎮ 动态载荷通过惯性力或振

荡从结构部件传递到相邻部件ꎮ 一个引人注目的

例子是裂纹梁ꎬ它是承载受力的关键部件ꎮ 当裂

纹梁不断承受应力载荷时ꎬ其受载过程中因振动

易产生梁体裂纹ꎬ说明梁体振动和疲劳裂纹发生

两者密切相关[１]ꎮ
刘淑彦[２]对一个压电材料复合悬臂梁采用一

端夹紧、一端自由的力学边界条件ꎬ采用基座激励

的方式进行激励ꎬ对悬臂梁进行了有限元振动模

态实验ꎮ 宋向荣等[３]提出一种理论方法开展含呼

吸式斜裂纹梁的模态和非线性振动分析ꎬ采用精

细库塔法ꎬ研究裂纹倾角和裂纹尺寸对含呼吸式

斜裂纹梁非线性振动响应的影响ꎮ ＮＡＳＩＭ[４]对裂

纹梁和一个双线性弹簧－质量振子进行比较分析ꎬ
提出了使用方波函数模拟呼吸裂纹梁刚度变化的

方法ꎬ分析了系统的谱特性和谐波成分ꎮ 杨骁

等[５]忽略裂纹对梁剪切变形的影响ꎬ建立一种等

效扭转弹簧模型ꎬ并推导出 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 裂纹梁数

学方程ꎬ得到了一种新的裂纹梁动力弯曲控制方

程的求解方法ꎮ 何奥迪等[６] 应用 Ｒｕｎｇｅ － Ｋｕｔｔａ
法ꎬ对间隙支承转子进行非线性动力学建模ꎬ分析

了碰撞间隙对系统响应特性的影响ꎮ 马立[７]设计

了一系列 Ｌ 型梁优化模型ꎬ进一步研究外激励振

幅、外激励频率、自身尺寸等因素对该系统振动压

电的影响ꎮ
由上述文献可知ꎬ前人对于含裂纹悬臂梁振

动受力时所存在的分岔现象及混沌转迁频态研究

较少ꎬ尤其是对于具有非线性累积效应的悬臂梁

系统少有研究[８]ꎮ 故本文在研究含裂纹压电悬臂

梁的过程中ꎬ搭建了压电悬臂梁在振动工况下的
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振 动 系 统 模 型[９]ꎬ 通 过 选 用 变 步 长 ４ 阶

Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法对其振动模型进行数值仿真ꎬ选择

一个碰撞界面作为 Ｐｏｉｎｃａｒé映射截面来研究其非

线性累积效应ꎬ发现含裂纹梁体振动系统中存在

Ｈｏｐｆ分岔和混沌演变[１０]ꎬ并且通过给出的 Ｈｏｐｆ
分岔的具体系统参数及利用多尺度法构解梁体振

动系统的动态响应ꎬ对不同激振频率作用下压电

悬臂梁的振动响应特性进行探析ꎮ 这些研究将为

实际工业中机械电子系统和冲击振动系统的动力

学优化提供理论参考ꎮ

１　 力学模型及运动微分方程

图 １是含裂纹压电悬臂梁振动受力简化模型图ꎮ
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图 １　 含裂纹压电悬臂梁振动系统动力学模型

模拟含裂纹压电悬臂梁工作受力振动特性用

图 １物理模型描述ꎮ 此时ꎬ裂纹是闭合的ꎬ振动块

Ｍ附着在两个弹簧和两个阻尼器上ꎬ其中 ＫＬＳ和
ＣＬＳ分别表示气缸弹簧的刚度和阻尼ꎬＫＰ 和 ＣＰ 分

别表示叶片弹簧的刚度和阻尼ꎮ 裂纹梁梁体建模

为离散线性弹簧 ＫＳꎬ具有黏性阻尼系数 ＣＳꎬ该梁

体连接两个刚度为 ＫＳ / ２ 的无质量弹簧和两个黏

性阻尼为 ＣＳ / ２的无质量阻尼器ꎮ 接触刚度 ＫＳＣ比
梁体刚度 ＫＳ 大很多倍ꎬ基座激励到振动块时:

ＸＳＴＭ ＝ＸＳＴＳ ＝ＸＳ ＝(ＸＳＴＭ ＋Ｐ＋ｍｇ) / (ＫＬＳ＋ＫＳ) (１)
当振动块和梁体接触时ꎬ系统的运动微分方

程可以表示为

ｍＺ
􀅰􀅰
Ｍ ＋(ＣＬＳ ＋ＣＰ ＋ＣＳ)Ｚ

􀅰
Ｍ ＋(ＫＬＳ ＋ＫＰ ＋ＫＳ)ＺＭ ＝

ｍＡΩ２ｓｉｎΩＴ (２)
在式(２)中ꎬ静载荷 Ｐ 与重力 ｍｇ 由弹簧的初

始挠度相互补偿ꎮ 当质量块的惯性力较大时ꎬ在
静力作用下ꎬ振动块与梁体分离开来ꎬ即 ＺＭ <ＺＳꎮ
此时运动方程为

ｍＺ
􀅰􀅰
Ｍ＋(ＣＬＳ＋ＣＰ＋ＣＳ)Ｚ

􀅰
Ｍ＋(ＫＬＳ＋ＫＰ＋ＫＳ)ＺＭ ＝

Ｐ＋ｍｇ＋ｍＡΩ２ｓｉｎΩＴ

ＣＳＺ
􀅰
Ｓ＋ＫＳ(ＺＳ＋ＸＳＴＭ )＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３)

式中 ＺＳ 表示梁体位移ꎮ 引入无量纲参数为: ｔ ＝

ＴωＬＳꎻｘ１ ＝
Ｚ
􀅰
Ｍ

Ａ
ꎻｘ２ ＝ ｘ

􀅰
１ ＝

Ｚ
􀅰
Ｍ

ＡωＳ
ꎻｘ３ ＝

ＺＳ
Ａ
ꎻｘｂ ＝

ＸＢ
Ａ
＝ ｓｉｎωｔꎻ

ωＬＳ ＝
ＫＬＳ
ｍ
ꎻζＬＳ ＝

ＣＬＳ
２ｍωＬＳ

ꎻωＰ ＝
ＫＰ
ｍ
ꎻζＰ ＝

ＣＰ
２ｍωＰ

ꎻωＳ ＝

ＫＳ
ｍ
ꎻζＳ ＝

ＣＳ
２ｍωＳ

ꎻλ ＝
ＫＰ
ＫＬＳ
ꎻϑ ＝

ＫＳ
ＫＬＳ
ꎻγ ＝ Ｘ

ＳＴ

Ａ
ꎻ ｆ ＝

Ｐ＋ｍｇ
ｍＡω２ＬＳ

ꎻω＝Ω
ＫＰ
ＫＬＳ
ꎮ

在接触阶段ꎬ振动块的位移等于梁体的位移ꎻ
ｘ１ ＝ ｘ３ꎬ作用在梁体上的力大于 ０ꎬ则

２ζＳｘ
􀅰
３＋ϑｘ３＋ϑγ>０ (４)

无量纲形式的运动方程为

ｘ
􀅰
２ ＝ －(１＋λ２ ＋ϑ２) ｘ１ －(２ζＬＳ ＋２ζＰλ＋２ζＳϑ) ｘ２ ＋

ω２ｓｉｎωｔ (５)

当振动块与梁体分离时ꎬ梁体ｘ
􀅰
３ 的速度降至

０ꎮ 定义一组辅助函数 Ｇ１ 和 Ｇ２ꎬ则系统的分段线

性性质可以用 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶跃函数描述:
Ｇ１ ＝Ｇ１(ｘ１ꎬｘ３)＝ Ｈ(ｘ１－ｘ３)

Ｇ２ ＝Ｇ２(ｘ３ꎬｘ
􀅰
３)＝ Ｈ(２ζＳｘ

􀅰
３＋ϑｘ３＋ϑγ)

{ (６)

因此ꎬ可能接触情况下的运动方程可以用以

下一组微分方程来描述:

ｘ
􀅰
１ ＝ ｘ２

ｘ
􀅰
２ ＝ －(１＋λ２)ｘ１－(２ζＬＳ＋２ζＰλ)ｘ２－

Ｇ１Ｇ２(２ζＳϑｘ２＋ϑ２ｘ３＋ϑ２γ)－γ＋ｆ＋ω２ｓｉｎωｔ

ｘ
􀅰
３ ＝Ｇ１Ｇ２ｘ２＋(１－Ｇ１)(１－Ｇ２) －

ϑ
２ζＳ
(ｘ３＋γ)

é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(７)
根据以上的微分方程计算ꎬ对其进行 Ｍａｔｌａｂ

数值仿真ꎮ

２　 振动系统分岔及混沌频态迁移

选取系统的一组参数:ζＬＳ ＝ ０.１ꎻζＰ ＝ ０.１ꎻζＳ ＝
０.２ꎻλ＝ ４ꎻϑ＝ １５ꎻｆ＝ ２５ꎮ

激振频率 ω 为分岔参数ꎬ由图 ２ 可知系统在

ω＝ ３.５４１附近由 ３周期发生了 Ｈｏｐｆ 分岔ꎬ从而系

统进入了概周期运动ꎮ 当 ω ＝ ３.５４２ 附近时由概

周期突变为 １５周期运动ꎬ随着 ω 的增大系统经历

了多次跳跃、突变ꎬ存在多周期、概周期ꎬ最终系统

变为 混 沌 运 动ꎮ 在 上 述 参 数 不 变 情 况 下 从

Ｐｏｉｎｃａｒé截面图分析系统在 ω∈[３.５ꎬ３.６]的局部

动力学特性ꎬ如图 ３所示ꎮ
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图 ２　 分岔图

图 ３　 投影映射图

　 　 数值结果表明ꎬ当 ω<３.５４２时ꎬ系统具有稳定

的ｎ－３周期运动ꎮ 当 ω ＝ ３.５４２ 时ꎬ系统发生 Ｈｏｐｆ
分岔ꎬｎ－３ 周期运动失稳并分岔出概周期运动ꎬ在
投影的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上首先演变成稳定的焦点ꎬ
如图 ３ ( ｂ１)所示ꎻ继而随着参数渐变增加形成

ｈｏｐｆ圈ꎬ如图 ３(ｃ１)所示ꎻ值得注意的是在分岔点

附近的吸引不变圈具有光滑性ꎬ如图 ３(ｄ１)所示ꎻ
但随着参数 ω 的逐渐增加ꎬ吸引不变圈逐渐膨胀

并且其光滑性也遭到破坏ꎬ如图 ３(ｅ１)所示ꎮ 随

着参数 ω 的进一步增加ꎬ系统的概周期运动锁相

到如图 ３(ｆ)所示周期运动ꎮ 参数 ω 继续增加ꎬ系
统发生阵发性混沌运动ꎬ如图 ３( ｇ)—图 ３( ｉ)所
示ꎬ即参数 ω 持续增加之后持续发生混沌ꎮ

３　 多尺度法

引入不同尺度的时间变量ꎬ在非线性系统中ꎬ
不同的时间尺度表达式为:

Ｔｎ ＝ ζｎ ｔ　 (ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺) (８)

ｘ( ｔꎬζ) ＝∑
ｍ

ｎ ＝ ０
ζｎｘｎ(Ｔ０ꎬＴ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｍ) (９)

对式(７)无量纲化得到受迫振动系统无量纲

方程:

ｚ
􀅰􀅰＋ｚ＋δ(ｃ１ ｚ

􀅰＋ｋｍ１ｚ３＋ｋｍ２ｚ３－Ａ１ｓｉｎω１ ｔ１)＝ ０ (１０)
在讨论接近共振的受迫系统时ꎬ设激励频率

与固有频率间存在微小差距系数 σꎬ使 ω２ ＝ ω２１ ＋
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σꎬ将其带入式(１０)中可得:

ｚ
􀅰􀅰＋ｚ＝ δ(Ａ１ｓｉｎω１ ｔ１＋σｚ－ｃ１ ｚ

􀅰－ｋｍ１ｚ２－ｋｍ２ｚ３)　
(１１)

考虑一次解ꎬ令
ｚ＝ ｚ０(Ｔ０ꎬＴ１)＋ζｚ１(Ｔ０ꎬＴ１) (１２)

将式(１２)代入式(１１)中ꎬ令 δ 两边同次幂系

数相等ꎬ则可得:
Ｄ２０＋ｚ０ ＝ ０ (１３)

Ｄ２０ｚ１＋ｚ１ ＝Ａ１ｓｉｎω１ ｔ１＋σｚ０－ｃ１ｚ０Ｄ０－ｋｍ１ｚ２０－
ｋｍ２ｚ３０－２Ｄ０Ｄ１ｚ０ (１４)

考虑久期项ꎬ则由式(１４)得

ｚ１ ＝
１
３
ｋｍ１Ａ２ｅ２ｉＴ０＋

１
８
Ａ３ｅ３ｉＴ０＋２ｋｍ１Ａ Ａ

－
＋ｃｃ (１５)

故设复函数 Ａ 的指数形式为

Ａ( ｔ)＝ １
２
ａ( ｔ)ｅｉθ( ｔ) (１６)

式中 ａ( ｔ)、θ( ｔ)为 ｔ 的实函数ꎮ 由此可以求得

ａ
􀅰＝ － １

２
ａｃ１＋

Ａ１
２
ｓｉｎ(σＴ１－θ)

θ
􀅰＝ ３
８
ｋｍ２ａ２－

Ａ１
２
ｃｏｓ(σＴ１－θ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１７)

通过系统共振幅频关系ꎬ可得 σ 与 ａ 的关

系式:

σ＝ ３
８
ｋｍ２ａ２±

ω２

４ａ
－
ｃ２１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１８)

所研究对象是含裂纹悬臂梁ꎬ梁结构的基体

材料是低碳合金钢 ＡＩＳＩ１０５０[１１]ꎬ取阻尼数值分别

为Ｃ１ ＝ ８ ０００ ｎｓ / ｍ、Ｃ２ ＝ １０ ０００ ｎｓ / ｍ、Ｃ３ ＝ １１ ０００
ｎｓ / ｍꎻ固有频率为 ω１ ＝ １、ω２ ＝ ２、ω３ ＝ ３ꎬ可忽略梁

体本身质量的影响ꎬ只考虑单自由度振动系统

参数ꎮ
利用多尺度法求得非线性受迫运动 １ 阶近似

结果中的幅频特性关系如图 ４所示ꎮ 带入系统参

数ꎬ考虑系统处于接近共振状态ꎬ固有频率与主振

频率相接近ꎮ 通过选取不同的系统参数ꎬ分析系

统参数对系统幅频特性的影响ꎬ从图 ４ 中看出ꎬ当
频率协调参数 σ 逐渐增大时ꎬ系统的幅值也在逐

渐增大ꎬ且含裂纹梁体系统未进入分岔阶段时ꎬ系
统处于一定的周期稳定状态ꎬ振动幅度较小ꎻ系统

进入分岔阶段时ꎬ随着频率协调参数的增大ꎬ振幅

也随之增大ꎬ系统开始逐渐由稳定趋于不稳定状

态ꎬ且幅值会随固有频率 ω 的增大而增大ꎬ随阻

尼 Ｃ 的增大而减小ꎮ
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图 ４　 不同参数下的幅频特性

４　 结语

通过对含裂纹压电悬臂梁振动系统所表现的

非线性响应特性的分析ꎬ结论如下ꎮ
１) 选择适当的系统参数ꎬ分析压电悬臂梁受

迫振动系统的分岔与频态转迁行为ꎬ可以避免压

电悬臂梁体机械电子系统工作在不稳定状态下减

少噪声并改善工作环境ꎮ
２)分岔频态所表现的转迁趋势、裂纹压电悬

臂梁结构的振动响应具有强非线性ꎬ较好地揭示

了非线性裂纹梁所表现的转迁频态原理ꎮ
３) 通过幅频谱表明ꎬ压电悬臂梁振动以低阶

频率为主ꎮ 在控制系统混沌运动研究和机械电子

器件制造等方面均具有一定的理论指导意义和实
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图 ９　 等效应变演变规律
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