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摘　 要:为了分析转子系统弯扭耦合振动特征ꎬ利用有限元法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程建立考虑陀螺力矩作用的转子系统弯扭

耦合振动微分方程ꎮ 以某双盘单转子模型为例ꎬ利用数值积分法分别计算转子系统弯振和扭振响应ꎬ并分析陀螺力矩

对弯扭耦合共振频率的影响规律ꎮ 计算结果表明:不考虑陀螺力矩时ꎬ转子系统的弯扭耦合共振频率为其弯振与扭振

固有频率之和或之差ꎻ考虑陀螺力矩时ꎬ弯曲方向外激励力诱发弯扭耦合共振频率值与不考虑陀螺力矩时的结果一致ꎬ
而扭转方向外激励转矩诱发的弯扭耦合共振频率会发生明显偏移ꎮ 该研究成果可为转子系统设计中避免弯扭耦合共

振的发生提供理论参考ꎮ
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０　 引言

转子系统在工作过程中ꎬ同时存在弯振和扭振ꎬ
并且由于不平衡量的存在ꎬ两者具有一定的耦合关

系ꎮ 特别当考虑齿轮传动、转静子碰摩故障等情况

时ꎬ弯扭耦合振动可能会被放大ꎬ在某些特定条件

下ꎬ还会出现弯扭耦合共振现象ꎬ威胁转子系统的安

全运行ꎮ 对系统的弯扭耦合振动进行研究能对其振

动原理和运行规律有更为深入的认识[１]ꎮ
近年来ꎬ针对转子系统弯扭耦合振动特性ꎬ国

内外学者开展了大量研究ꎮ 何成兵等[２－３]建立了

质量不平衡的 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ 转子弯扭耦合动力学方程ꎬ
利用解析法分析了弯扭耦合共振频率ꎬ在此基础

上ꎬ建立了裂纹转子弯扭耦合振动方程ꎬ对比了纯

弯曲振动和弯扭耦合振动的响应特征ꎬ并分析了

裂纹转子振动响应的分叉与混沌特性ꎮ ＹＵＡＮ
等[４]建立了同时考虑弯、扭及轴向振动的转子系

统动力学模型ꎬ利用数值方法研究了转子系统弯

振和扭振的耦合效应ꎬ并利用谐波平衡法和

Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论分析了系统的稳定性ꎮ ＲＯＱＵＥＳ
等[５]针对某真实涡轮机组模型ꎬ对碰摩引起弯扭

耦合振动的可能性进行了讨论ꎬ并对发生碰摩时
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轴承受到的载荷进行了分析ꎮ ＰＡＴＥＬ 等[６]考虑

裂纹呼吸引起的局部摩擦激励和非线性刚度变

化ꎬ利用 Ｈｉｌｂｅｒｔ－Ｈｕａｎｇ变换研究了转子系统疲劳

裂纹和碰摩响应特征ꎮ ＦＵＪＩＷＡＲＡ等[７]分析了转

子系统弯扭耦合共振区域的稳定性ꎬ并开展了弯

扭耦合共振试验研究ꎮ 李朝峰等[８]考虑齿轮啮合

及扭转作用ꎬ建立了齿轮－转子－滚动轴承传动系

统的弯扭耦合非线性动力学微分方程ꎬ分析了转

速、偏心量以及轴承游隙等对振动响应的影响规

律ꎮ ＣＡＯ等[９]考虑转子系统中轴承和挤压油膜

阻尼器的非线性力ꎬ利用数值方法分析了弯扭耦

合作用瞬态响应的非线性特征ꎮ 廖明夫等[１０]引

入弯扭耦合效应ꎬ建立了转子－弹性支承－机匣整

机动力学模型ꎬ并对整机发生碰摩故障时的振动

特征进行了分析ꎮ 关卓怀等[１１]建立了偏心转子

弯扭耦合动力学模型ꎬ利用小参数法对方程进行

了求解ꎬ分析了弯振和扭振发生耦合共振的条件ꎮ
张天程等[１２]基于利用拉格朗日方程建立碰摩条

件下的弯扭耦合动力学方程ꎬ分析了弯振和扭振

的频谱特征和分叉特性ꎬ并利用实验验证了数值

计算结果ꎮ 严丹丹等[１３]对转子系统扭转振动瞬

时速度和扭振角度的测量方法进行了研究ꎬ证明

了斑马带不均匀补偿方法的可行性ꎮ ＨＯＮＧ
等[１４]利用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论和 Ｈｉｌｌ 方法ꎬ对不平衡转

子的弯扭耦合模态特征进行了分析ꎬ发现了涡动

和扭转模态之间的转向和锁定现象ꎮ 施则高[１ ５]

通过拉格朗日方程法推导了偏心质量盘的弯扭耦

合单元ꎬ利用有限元法分析了考虑弯扭耦合效应

的全周碰摩和局部碰摩振动响应特征ꎮ 李文扩

等[１６]对共腔结构的航空发动机双转子系统发生

碰摩时的弯扭耦合振动特性进行了研究ꎬ发现转

速控制时延对转子系统稳定性的影响规律ꎮ
以上文献的研究主要集中在转子系统非线性

振动特征及系统稳定性等方面ꎬ对弯扭耦合共振

理论的研究相对较少ꎮ 其中文献[２]、文献[１１]
通过对转子弯扭耦合振动方程求解析解ꎬ得到结

论是:当转子转速等于系统弯振和扭振固有频率

之和或之差并且此时转子受到频率为弯振固有频

率的外激励力或者频率为扭振固有频率的外激励

转矩时ꎬ会发生弯扭耦合共振现象ꎮ 但这些文献

都没有考虑陀螺力矩对弯扭耦合共振频率的影

响ꎮ 本文利用有限元法ꎬ建立包含陀螺力矩的转

子系统弯扭耦合振动微分方程ꎬ利用数值积分法

求解系统的弯扭耦合共振频率ꎬ并对陀螺力矩对

共振频率的影响进行分析ꎮ

１　 考虑陀螺力矩作用时弯扭耦合振动方程

１.１　 圆盘单元

考虑扭转方向振动时ꎬ转子上圆盘的坐标系

如图 １所示ꎬ其中 Ｏｘｙｚ 为转子坐标系ꎬ用来描述

圆盘的涡动轨迹、速度及加速度ꎬＯ′ξηζ 为与圆盘

一同旋转的转动坐标系ꎮ

θz

θy

θxx

z

y

η

ξ

ζ O′

O

图 １　 圆盘单元示意图

圆盘的广义坐标可表示为

ｑｄ ＝{ｘ ｙ θｘ θｙ θｚ} (１)
在涡动过程中ꎬ圆盘的平动动能为

Ｔｄｔ ＝
１
２
ｍｒ
􀅰Ｔｒ
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式中:ｍ 为质量ꎻｅ 为偏心量ꎮ
圆盘的转动动能可表示为

Ｔｄｒ ＝
１
２
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将式 ( ５)代入式 ( ４)并忽略高阶小项ꎬ可
得到:

Ｔｄｒ ＝
１
２
Ｉｄ ( θ

􀅰２
ｘ ＋ θ

􀅰２
ｙ ) ＋

１
２
Ｉｐ [Ω２ ＋ θ

􀅰２
ｚ ＋ ２ θ

􀅰
ｚΩ ＋

２θｙθ
􀅰

ｘ( θ
􀅰

ｚ＋Ω)] (６)
对于一般转子系统ꎬ扭转振动的角位移幅值

相对较小ꎬ在此假设条件下ꎬ满足以下关系:
ｃｏｓ(Ωｔ＋θｚ＋φ)＝ ｃｏｓ(Ωｔ＋φ)ｃｏｓθｚ－ｓｉｎ(Ωｔ＋φ) ｓ≈
ｃｏｓ(Ωｔ＋φ)－θｚｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
ｓｉｎ(Ωｔ＋θｚ＋φ)＝ ｓｉｎ(Ωｔ＋φ)ｃｏｓθｚ＋ｃｏｓ(Ωｔ＋φ) ｓ≈
ｓｉｎ(Ωｔ＋φ)＋θｚｃｏｓ(Ωｔ＋φ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(７)
将式(２)—式(７)代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程并整理

成矩阵形式ꎬ即可得到考虑弯扭耦合效应的圆盘

单元的运动微分方程:
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(Ｍｄ＋Ｍｕ) ｑ
􀅰􀅰
ｄ＋(ΩＧｄ＋Ｃｕ)ｑ

􀅰
ｄ＋Ｋｕｑｄ ＝Ｆｕ＋Ｑｄ (８)

式中:Ｑｄ 为圆盘受到的广义外力ꎻＭｄ、Ｇｄ 为不考

虑弯扭耦合作用时的惯性矩阵和陀螺矩阵ꎻＭｕ、

Ｃｕ 和 Ｋｕ 分别为弯扭耦合效应产生的附加惯性、
阻尼以及刚度矩阵ꎻＦｕ 为不平衡力向量ꎮ 其表达

式分别为:

Ｍｄ ＝

ｍ ０ ０ ０ ０
０ ｍ ０ ０ ０
０ ０ Ｉｄ ０ ０
０ ０ ０ Ｉｄ ０
０ ０ ０ ０ Ｉｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻＭｕ ＝

０ ０ ０ ０ －ｍｅｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ｍｅｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

－ｍｅｓｉｎ(Ωｔ＋φ) ｍｅｃｏｓ(Ωｔ＋φ) ０ ０ ｍｅ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｇｄ ＝

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｉｐ ０
０ ０ －Ｉｐ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎻＣｕ ＝ －２Ω

０ ０ ０ ０ ｍｅｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ｍｅｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｋｕ ＝

０ ０ ０ ０ ｍｅΩ２ｓｉｎ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ｍｅΩ２ｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎻＦｕ ＝

ｍｅΩ２ｃｏｓ(Ωｔ＋φ)
ｍｅΩ２ｓｉｎ(Ωｔ＋φ)

０
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(９)

　 　 根据推导结果可以看出:弯扭耦合效应使圆

盘单元的运动微分方程等号左侧各矩阵都发生了

改变ꎬ产生了附加惯性矩阵 Ｍｕ、附加阻尼矩阵 Ｃｕ
及附加刚度矩阵 Ｋｕꎮ 而附加矩阵各项中都包含

有圆盘的初始不平衡量项 ｍｅꎬ可以说明转子的弯

曲和扭转振动通过质量偏心产生相互耦合ꎬ且耦

合附加矩阵是与时间相关的时变矩阵ꎮ

１.２　 梁单元

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁单元示意图如图 ２ 所示ꎬ其广

义坐标可写为

ｑｅ ＝[ｘ１　 ｙ１　 θｘ１　 θｙ１　 θｚ１　 ｘ２　 ｙ２　 θｘ２　 θｙ２　 θｚ２]Ｔ

(１０)
转子系统中ꎬ梁单元的不平衡量远小于圆盘

单元的不平衡量ꎬ转子动力学分析中通常不考虑

梁单元的质量偏心ꎬ因此梁单元运动微分方程中

不会出现弯扭耦合附加矩阵ꎮ
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图 ２　 梁单元示意图

分别写出梁单元应变能、动能以及由于偏摆

引起的动能增量ꎬ利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程ꎬ可分别得到

梁单元的刚度矩阵、惯性矩阵以及陀螺矩阵ꎬ其表

达式如下:
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ꎻＡｅ、Ｉｅ、Ｊｅ 分别为梁单元的截面面积、截

面惯性矩和极惯性矩ꎻＩｅｐ为极转动惯量ꎻＥｅ、Ｇｅ 分
别为弹性模量和切变模量ꎻρｅ、ｌｅ 分别为梁单元的

密度及长度ꎻκ 为剪切变形系数ꎮ
以上获得了圆盘单元与梁单元的惯性矩阵、

刚度矩阵、陀螺矩阵以及阻尼矩阵ꎬ利用单元局部

坐标到总体坐标的变换矩阵ꎬ得到转子系统的有

限元动力学模型为
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式中:Ｍ、Ｃ、Ｇ 以及 Ｋ 分别为不考虑机动飞行和

弯扭耦合效应时转子系统的惯性矩阵、阻尼矩阵、
陀螺矩阵以及刚度矩阵ꎻＱ 为作用在转子系统上

的广义外力ꎮ

２　 弯扭耦合共振分析

利用得到的转子系统运动微分方程ꎬ可对系

统的弯扭耦合共振频率进行求解ꎮ 计算模型结构

示意图如图 ３ 所示ꎮ 转子系统包括 ２ 个支承和 ２
个圆盘ꎬ其中盘 １为简支盘ꎬ盘 ２ 为悬臂盘ꎮ 支承

刚度及圆盘的相关参数如表 １和表 ２所示ꎮ
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图 ３　 转子结构示意图(单位:ｍｍ)

表 １　 支承刚度 单位:Ｎ / ｍ　

参数 支承 １ 支承 ２

刚度 ５×１０７ ５×１０７

表 ２　 圆盘参数

参数 盘 １ 盘 ２

质量 / ｋｇ ０.８ １.０

直径转动惯量 / (ｋｇ􀅰ｍ２) ２×１０－４ ２×１０－４

极转动惯量 / (ｋｇ􀅰ｍ２) ４×１０－４ ４×１０－４

不平衡量 / (ｋｇ􀅰ｍ) ０.８×１０－５ １.０×１０－５

　 　 利用前面的建模方法建立转子系统的运动微

分方程ꎬ通过对方程进行特征值求解ꎬ可得到转子

系统弯振和扭振的共振频率如表 ３所示ꎮ

表 ３　 转子系统共振频率 单位:ｒａｄ / ｓ　

项目 １阶 ２阶

弯振 ７４.４ ２４８.０

扭振 ４３２.１ —

　 　 首先研究系统的 １ 阶弯振和 １阶扭振的耦合

共振ꎬ此时转子系统的弯振和扭振的共振频率分别

为 ω０ ＝７４.４ ｒａｄ / ｓ、ωＴ０ ＝４３２.１ ｒａｄ / ｓꎮ 根据弯扭耦合

共振的条件ꎬ弯扭耦合共振频率分别为 ｜ωＴ０±ω０ ｜ ＝

３５７.７ ｒａｄ / ｓ 和 ５０６.５ ｒａｄ / ｓꎮ 对系统施加频率为

ωＴ０ ＝ ４３２.１ ｒａｄ / ｓ的外激励转矩ꎬ利用 Ｎｅｗｍａｒｋ 数

值积分法对盘 ２ 的振动响应进行求解ꎬ可得到其

弯振响应随转速的变化如图 ４ 所示ꎮ 其中

图 ４(ａ)和图 ４(ｂ)分别为忽略陀螺力矩和考虑陀

螺力矩作用的情况ꎮ 可以发现ꎬ不考虑陀螺力矩

作用时ꎬ得到的弯扭耦合共振频率分别为 ３５８
ｒａｄ / ｓ和 ５０６ ｒａｄ / ｓꎬ即为弯振和扭振固有频率之差

以及之和ꎬ结果与理论值吻合ꎬ并且与弯扭耦合共

振试验得到的结论一致ꎬ验证了本文计算模型和

求解方法的正确性ꎮ 当考虑陀螺力矩时ꎬ弯扭耦

合共振频率为 ３６４ ｒａｄ / ｓ和 ５１４ ｒａｄ / ｓꎬ与考虑陀螺

力矩作用时相比有所提高ꎮ 转子做协调正进动条

件下ꎬ陀螺力矩会增大转子的刚度ꎬ因此转子共振

频率会提高ꎬ计算结果与转子动力学理论吻合ꎮ
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图 ４　 转频 ４３２.１ ｒａｄ / ｓ 外激励转矩作用下盘 ２
弯振响应(１ 阶弯振和 １ 阶扭振耦合)

对系统施加频率为 ω０ ＝ ７４.４ ｒａｄ / ｓ 的外激励

力ꎬ计算得到盘 ２的扭振响应随转速的变化如图 ５
所示ꎮ 可以发现:不考虑陀螺力矩时ꎬ转子系统弯

扭耦合共振频率分别为 ３５８ ｒａｄ / ｓ 和 ５０６ ｒａｄ / ｓꎬ如
图 ５(ａ)所示ꎬ与理论结果一致ꎻ考虑陀螺力矩作

用时ꎬ转子系统除了分别在 ３５８ ｒａｄ / ｓ和 ５０６ ｒａｄ / ｓ
发生共振外ꎬ分别在 ３６４ ｒａｄ / ｓ和 ５１４ ｒａｄ / ｓ处也出现

了峰值ꎬ该频率值与图 ４(ｂ)中考虑陀螺力矩时弯振

共振频率值一致ꎬ说明在该频率下ꎬ由于弯扭耦合作

用ꎬ弯振的振动增强也会引起扭振幅值的升高ꎮ
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图 ５　 转频 ７４.４ ｒａｄ / ｓ 外激励力作用下盘 ２ 扭振响应

类似地ꎬ研究系统的 ２ 阶弯振和 １ 阶扭振的

耦合共振ꎬ此时转子系统的弯振和扭振的共振频

率分别为 ω０ ＝ ２４８.０ ｒａｄ / ｓ、ωＴ０ ＝ ４３２.１ ｒａｄ / ｓꎬ则弯

扭耦合共振频率分别为 ｜ωＴ０±ω０ ｜ ＝ １８４.１ ｒａｄ / ｓ 和
６８０.１ ｒａｄ / ｓꎮ 对系统施加频率为 ４３２.１ ｒａｄ / ｓ的外

激励转矩ꎬ此时盘 ２ 的弯振响应随转速的变化如

图 ６所示ꎮ 不考虑陀螺力矩作用时ꎬ弯扭耦合共

振频率分别为 １８４ ｒａｄ / ｓ和 ６８０ ｒａｄ / ｓꎬ与解析法得

到的结论一致ꎻ而考虑陀螺力矩时共振频率分别

为 １８５ ｒａｄ / ｓ和 ６８２ ｒａｄ / ｓꎬ与 １阶弯振和 １阶扭振

的耦合共振类似ꎬ陀螺力矩使弯扭耦合共振频率

增大ꎬ但增大的幅度较低ꎮ 另外ꎬ转子系统在 １ 阶

弯振共振频率位置出现共振(２４８ ｒａｄ / ｓ)ꎬ并且该

频率下振动幅值远大于弯扭耦合共振幅值ꎮ 这可

以说明ꎬ对于转子系统ꎬ纯弯曲振动发生共振(临
界转速)对转子的危害要远大于系统的弯扭耦合

共振ꎮ
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图 ６　 转频 ４３２.１ ｒａｄ / ｓ 外激励转矩作用下盘 ２
弯振响应(２ 阶弯振和 １ 阶扭振耦合)

对系统施加频率为 ２４８.０ ｒａｄ / ｓ 的外激励力ꎬ
盘 ２的扭振响应随转速的变化如图 ７ 所示ꎮ 系统

弯扭耦合共振频率与弯振响应中的频率值相同ꎬ
并且弯扭耦合共振幅值同样低于系统在 １ 阶弯振

共振频率下的幅值ꎮ
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图 ７　 转频 ２４８ ｒａｄ / ｓ 外激励力作用下盘 ２ 扭振响应

３　 结语

本文利用有限元法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程推导了转

子系统弯扭耦合振动方程ꎬ利用数值积分法对转

子系统在外激励力和外激励转矩下的弯扭耦合振

动进行了分析ꎬ结果如下ꎮ
１) 不考虑陀螺力矩时ꎬ当转子转速等于系统

弯振和扭振固有频率之和或之差并且此时转子受

到频率为弯振固有频率的外激励力或者频率为扭

振固有频率的外激励转矩ꎬ会发生弯扭耦合共振ꎮ
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２)陀螺力矩会改变弯扭耦合共振频率ꎬ对弯

振影响较大ꎬ而对扭振影响相对较小ꎮ 另外陀螺

力矩对不同阶次弯振共振频率和扭振共振频率组

成的弯扭耦合共振成分影响不同ꎬ针对本文的转

子模型ꎬ对 １阶弯振共振频率和 １ 阶扭振共振频

率组成的弯扭耦合共振影响相对较大ꎮ
３)相对于转子系统在弯振共振频率(临界转

速)的幅值ꎬ系统发生弯扭耦合共振时ꎬ弯振和扭

振幅值的增长并不显著ꎬ对转子的危害相对较小ꎬ
但弯扭耦合振动的特征可为转子系统的故障诊断
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