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０　 引言

近年来ꎬ工业领域和学术领域对少自由度并
联机器人机构( ＰＭ)已经引起极大兴趣[１]ꎮ 与

６－ＤＯＦ并联机器人机构相比ꎬ少自由度并联机器

人机构具有制造加工容易、驱动简单、维护成本低

等优点[２－３]ꎬ其中应用较为成功的应用机器人有

ＤＥＬＴＡ和 Ｈ４机器人ꎮ
三平移一转(３Ｔ１Ｒ)并联机构在短距离搬运

作业中具有显著优势ꎬ其广泛用于分拣、包装等作

业场景[４]ꎮ 并联机器人机构的设计可分为类型综

合和尺度参数设计ꎬ目前构型综合一直是专家学

者研究的热点[５]ꎮ

Ｘｕ等[６]提出了一种具有完全旋转能力的混

联机械手ꎬ分别进行了该机器人的运动学分析、奇
异性和工作空间性能分析ꎮ 沈惠平等[７]设计了一

种新的少输入－多输出(Ｆｉ－Ｍｏ)型单自由度三平

移一转动(３Ｔ１Ｒ)输出的并联机器人机构ꎮ 陈会

元等[８]提出一种满足钢铁搬运需求的三平移一转

动并联机器人机构ꎬ并在研究运动学正解的基础

上用 ＰＩＤ 控制器搭建机构的位置控制ꎮ 卢月红

等[９]提出一种应用于物料分拣且构型为半对称

２ＳＰＵ / ２ＲＰＣ的并联机器人机构ꎮ
最常见的四杆闭合回路是平行四边形机构

４Ｒꎬ不少学者研究了支链含平行四边形机构的

３Ｔ１Ｒ并联机器人机构[１０]ꎮ 而目前对闭合的五杆
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回路机构研究较少ꎮ 因平面五杆回路具有耦合度

为零的特点ꎬ而设计支链含五杆回路的并联机构

有利于提高机构的运动学性能[１１]ꎮ 本文以双驱

动回路支链为研究目标ꎬ综合得到一批双驱动回

路的 ３Ｔ１Ｒ并联机器人构型ꎬ并优选出一个性能

较好的双驱动回路的 ３Ｔ１Ｒ 并联机器人机构ꎻ对
其进行拓扑分析ꎬ同时建立运动学方程数学模型ꎻ
最后分析了机构的工作空间和奇异性性能ꎮ

１　 构型设计

１.１　 拓扑结构综合理论

根据方位特征集拓扑结构综合理论进行计

算[１２]ꎬ并联机构自由度计算公式具体定义为

Ｆ ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ －∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξ Ｌｊ

ξ Ｌｊ ＝ ｄｉｍ.{∩
ｊ

ｉ ＝ １
Ｍｂｉ ∪ Ｍｂ( ｊ ＋１)}

ｖ ＝ ｍ － ｎ ＋ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１)

式中:Ｆ 为自由度ꎻξＬｊ为第 ｊ 个回路的运动方程数ꎻ
ｖ 为独立回路数目ꎻｎ 为运动副构件个数ꎻｍ 为运

动副数目ꎻｆｉ 为第 ｉ 个运动副的自由度个数ꎻ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ

为前 ｊ 条支链子并联机构的方位特征集ꎻＭｂ( ｊ＋１)为

第 ｊ＋１条支链的方位特征集ꎮ
作为衡量并联机构复杂程度的耦合度指标ꎬ

基本运动链的耦合度 κ 为

κ ＝ １
２
ｍｉｎ.{∑

ｖ

ｊ ＝ １
｜ Δ ｊ ｜ }

Δ ｊ ＝∑ ｆｉ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

式中ꎬΔ ｊ ＝
Δ－ｊ ＝ －５ꎬ－４ꎬ－３ꎬ－２ꎬ－１

Δ０ｊ ＝ ０

Δ＋ｊ ＝ ＋１ꎬ＋２ꎬ＋３ꎬ􀆺

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

式中:ｍ ｊ 为第 ｊ 个 ＳＯＣ ｊ 的运动副数ꎻＩ ｊ 为第 ｊ 个
ＳＯＣ ｊ 的驱动副数ꎮ

１.２　 拓扑结构特征

双驱动闭合回路支链形式有很多ꎬ可以是单

回路、双回路、多回路等支链结构ꎬ为了简化研究

对象ꎬ本文主要研究单回路的双驱动闭合回路ꎮ
另外ꎬ单回路支链结构存在五杆支链、六杆支链结

构ꎬ但六杆及以上闭合回路机构的杆件较多ꎬ且机

构结构复杂、建模过程繁琐、运动控制较难等特

点[１３－１７]ꎮ 将以五杆回路机构作为驱动单元进行

并联机构的构型综合三平移一转动并联机构ꎮ 首

先研究五杆机构的拓扑结构特征如表 １所示ꎮ

表 １　 五杆回路支链

编号
方位特征

集合
支链
名称

耦合度 五杆回路

１

２

３

４

５

６

ｔ２

ｒ０[ ]

ＰＲＲＲＰ ０

ＲＲＲＲＲ ０

ＲＲＲＲＰ ０

ＲＲＲＰＲ ０

ＲＰＲＰＲ ０

ＲＰＲＲＰ ０

７ ｔ２

ｒ１[ ] ３Ｓ２Ｐ ０
S� S�

S�
P� P�

　 　 利用式(１)—式(３)可计算得到五杆回路支

链的耦合度ꎮ 以 ３Ｒ２Ｐ 回路为例描述其计算过

程ꎮ ３Ｒ２Ｐ 回路如表 １ 中编号 １ 所示ꎮ 根据单开

链表示方法可以表示为:ＳＯＣ１ －Ｐ １－Ｒ１－{ } 、ＳＯＣ２
－Ｒ２－Ｒ３－Ｐ ４{ } ꎮ 计算回路支链的方位特征集

Ｍｂ１ ＝
ｔ１( / / Ｐ１)

ｒ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∪

ｔ０

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

ｔ１( / / Ｐ１)

ｒ１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｍｂ２ ＝
ｔ１

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ１

ｒ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

ｔ２(◇Ｒ１Ｒ２)

ｒ１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ξＬ３Ｒ２Ｐ ＝ｄｉｍ{Ｍｂ１∪Ｍｂ２}＝
ｔ１( / / Ｐ)
ｒ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ２(◇Ｒ１Ｒ２)

ｒ１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝３

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(４)
计算约束度

Δ３Ｒ２Ｐ ＝∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ ５ － ２ － ３ ＝ ０ (５)

计算回路的耦合度

ｋ３Ｒ２Ｐ ＝Δ３Ｒ２Ｐ ＝ ０ (６)
３Ｓ２Ｐ 回路如表 １中编号 ７ 所示ꎬ根据单开链

(ｓｉｎｇｌｅ ｏｐｅｎ ｃｈａｉｎꎬＳＯＣ)表示方法可以表示为:
ＳＯＣ －Ｓ１－Ｐ １－{ } 、ＳＯＣ －Ｓ２－Ｐ ２－Ｓ３－{ } ꎬ计算该回路

支链的方位特征集

Ｍｂ１ ＝
ｔ１( / / Ｐ)
ｒ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ３

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

ｔ３

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｍｂ２ ＝
ｔ０

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ１

ｒ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ０

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

ｔ１( / / Ｐ)
ｒ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　 　 　 (７)

ξＬ３Ｓ２Ｐ ＝ｄｉｍ{Ｍｂ１∪Ｍｂ２} ＝
ｔ１( / / ｐ)
ｒ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ３

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
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计算约束度

Δ３Ｓ２Ｐ ＝∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ ８ － ２ － ６ ＝ ０ (８)

计算回路的耦合度

ｋ３Ｓ２Ｐ ＝Δ３Ｓ２Ｐ ＝ ０ (９)

１.３　 机构设计

根据方位特征集的拓扑结构设计方法ꎬ综合出

一批支链具有空间三平移一转动运动特性的双驱

动回路的并联机器人机构ꎮ 具体的综合过程如下:
１)确定执行末端的运动性质和自由度ꎬ已知

自由度为 ４ꎬ方位特征集 ＭＰ ＝
ｔ３

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ 以此作为构

型综合目标ꎮ
２)确定每条支链的 Ｍｂｉꎬ支链的运动输出特

征集应包含 ＭＰꎮ 即要求 Ｍｂｉ⊇ＭＰꎬ因此ꎬ支链的

Ｍｂｉ可以是
ｔ３

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 或

ｔ３

ｒ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 或

ｔ３

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ

３)支链的结构综合ꎬ根据运动副综合得到具

有上一步骤中的 Ｍｂｉ方位特征集ꎮ 可以是存在混

合支链 ＨＳＯＣ和单开链 ＳＯＣꎮ 如表 ２所示ꎮ
４)支链的排列组合ꎬ利用表 ２ 中支链 ＨＳＯＣ

和单开链 ＳＯＣ 组合出不同的方案ꎮ 可以得到满

足预设需求的 ３Ｔ１Ｒ并联机构ꎮ

表 ２　 支链结构表达

方位特征集合 混合支链

ｔ３

ｒ３[ ]

ＨＳＯＣ{－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｒ－Ｓ－}

ＨＳＯＣ{－Ｐ３Ｓ２Ｐ－Ｐ３Ｓ２Ｐ－Ｐ３Ｓ２Ｐ－Ｓ－}

ＨＳＯＣ{－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｓ－Ｒ－}

ＨＳＯＣ{－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｕ－Ｕ－}

ＳＯＣ{－Ｐ－Ｓ－Ｓ－}

ＳＯＣ{－Ｒ－Ｓ－Ｓ－}

ＳＯＣ{－Ｓ－Ｐ－Ｓ－}

ｔ３

ｒ２[ ]

ＨＳＯＣ{－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｐ３Ｒ２Ｐ⊥Ｒ⊥Ｒ/ / Ｒ－}

ＨＳＯＣ{－Ｒ３Ｒ２Ｐ－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｐ３Ｒ２Ｐ－Ｒ⊥Ｒ－}

ＳＯＣ{－Ｐ / / Ｒ / / Ｒ⊥Ｒ / / Ｒ－}

ＳＯＣ{－Ｒ / / Ｒ / / Ｒ⊥Ｒ / / Ｒ－}

　 　 ５)确定支链装配条件ꎮ 为了得到运动性质为

三平移一转动的并联机器人机构ꎬ需要确定支链

的各运动副之间的装配条件ꎮ 可通过计算方位特

征集进行验证确认ꎮ 以机构 ２ＨＳＯＣ{－Ｒ３Ｒ２Ｐ－Ｐ ３Ｒ２Ｐ

－Ｐ ３Ｒ２Ｐ－Ｒ⊥Ｒ－}为例进行验证ꎮ

ａ)首先在动平台上建立参考点ꎬ确定机构支

链的方位特征集

Ｍｂｊ ＝
ｔ３

ｒ２( / /◇Ｒ ｊ６Ｒ ｊ７)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ　 ｊ＝ １ (１０)

ｂ)独立位移方程数计算ꎬ以支链 １、２ 建立独

立运动回路ꎮ 独立运动位移方程数为

ξ Ｌ１
＝ ｄｉｍ{Ｍｂ１ ∪ Ｍｂ２} ＝

ｔ３

ｒ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ６ (１１)

ｃ)计算方位特征集

ＭＰａ ＝ Ｍｂ１ ∩ Ｍｂ２ ＝
ｔ３

ｒ２( / /◇Ｒ１６Ｒ１７)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∩

ｔ３

ｒ２( / /◇Ｒ２６Ｒ２７)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

ｔ３

ｒ１( / / Ｒ２７)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (１２)

ｄ)计算机构的自由度

Ｆ ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｆｉ －∑

ｖ

ｊ ＝ １
ξ Ｌｊ

＝ １０ － ６ ＝ ４ (１３)

当支链转动副 Ｒ１６ / / Ｒ２６且 Ｒ１７ / / Ｒ２７时ꎬ动平

台只存在绕轴线 Ｒ１７轴线方向的转动和空间三维

移动ꎮ 按此装配几何条件得到的并联机构ꎬ如图

１(ｄ)所示ꎮ
利用上述综合过程分别确定每个机构的装配

条件ꎬ最终得到满足预定条件的 ５ 个并联机器人

机构ꎬ方位特征集合
ｔ３

ｒ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
ꎮ 并联机构的机构简图

如图 １所示ꎮ
６)选定机构驱动副ꎬ对于自由度为 Ｆ 的机

构ꎬ在判定其驱动副时ꎬ可将预定的 Ｆ 个运动副锁

死ꎬ此时得到的新机构的自由度若为 ０ꎬ则该 Ｆ 个

运动副可同时作为机构的驱动副ꎮ 否则ꎬ该 Ｆ 个

运动副不能同时作为机构的驱动副ꎮ
以图 １(ｄ)为例ꎬ判定该机构定平台上的 ４ 个

移动副是否可为驱动副ꎮ
将定平台 ４ 个 Ｐ 副(Ｐ１２、Ｐ１４、Ｐ２２、Ｐ２４)锁死ꎬ

得到新的并联机构ꎬ其第 １ 条支链自由度为 ２ꎬ拓
扑组成为 ＳＯＣ { － Ｒ２６ － Ｒ２７ －}ꎬ第 ２ 条支链为

ＳＯＣ{－Ｒ１６－Ｒ１７－}ꎬ自由度为 ２ꎮ

Ｍｂ１ ＝
ｔ１

ｒ１( / / Ｒ２６)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　 Ｍｂ２ ＝

ｔ１

ｒ１( / / Ｒ２７)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ξＬ３Ｒ２Ｐ ＝ｄｉｍ{Ｍｂ１∪Ｍｂ２} ＝
ｔ１

ｒ１( / / Ｒ２６)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∪

ｔ１

ｒ１(Ｒ２７)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)
计算约束度

ΔＮＥＷ ＝∑
ｍｊ

ｉ ＝ １
ｆ ｊ － Ｉ ｊ － ξ Ｌｊ

＝ ４ － ４ ＝ ０ (１５)
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由于新机构自由度为 ０ꎬ则定平台上 ４ 个 Ｐ
副可同时作为驱动副ꎮ 研究表明移动副均可作为

主驱动ꎮ
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(d)                                                                                      (e)

(a)                                                                  (b)                                                                                   (c)

图 １　 综合之后的构型图

１.４　 方案优选

１.３节中已经综合出 ５ 种三平移一转动性质

的并联机器人机构ꎮ １)考虑对称性要求ꎬ综合出

全对称的机构为获得较好的各向同性ꎮ 因此ꎬ排
除机构 １、机构 ２、机构 ３ꎮ 其中机构不符合对称性

要求ꎬ支链结构不相同ꎬ机构 ３ 虽然部分支链相

同ꎬ但支链不全相同ꎬ也不符合期望要求ꎮ ２)考虑

机构位置逆解解析式的简易性ꎮ 由于机构 ５ 中ꎬ
存在多个转动副ꎬ连杆较多ꎬ建模过程十分复杂ꎮ
而机构 ４连杆较少ꎬ建模简单ꎬ结构参数较少ꎬ便
于运动学建模ꎮ 综上所述ꎮ 优选出机构 ４ 作为最

优机构ꎮ 机构的单开链可表示为:２ＨＳＯＣ{－Ｒ３Ｒ２Ｐ －
Ｐ ３Ｒ２Ｐ－Ｐ ３Ｒ２Ｐ－Ｒ⊥Ｒ－}ꎮ

２　 位置分析

定义并联机构的动静平台内切圆半径分别为

ｒ、Ｒꎬ而和动平台直接连接的连杆长度尺寸参数为

ｌ１ꎮ 机构的结构简图和三维模型分别如图 ２、图 ３
所示ꎮ 下面进行机构的运动学方程建模分析ꎮ
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图 ２　 ３Ｔ１Ｒ 并联机器人机构结构简图

图 ３　 ３Ｔ１Ｒ 并联机器人机构三维模型图

设 Ｐ 点坐标(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ在底座和执行末端平台

上建立静、动坐标系{Ｏ－ｘｙｚ}、{Ｐ－ｕｖｗ}ꎬ根据建立

的静坐标系ꎬ可得到 Ｓｉ１点在静坐标下的坐标矢量
ＯＳ２１ ＝(－ＲꎬＲꎬ０) Ｔ

ＯＳ１１ ＝(ＲꎬＲꎬ０) Ｔ

ＯＳ２１ ＝(－Ｒꎬ－Ｒꎬ０) Ｔ

ＯＳ２１ ＝(Ｒꎬ－Ｒꎬ０) Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１６)

根据建立的{Ｐ－ｕｖｗ}动坐标系ꎬ可得到 Ｒｉ７点

在动坐标下的坐标矢量:
ＰＲ１７ ＝( ｒꎬ０ꎬ０) Ｔ

ＰＲ２７ ＝(－ｒꎬ０ꎬ０) Ｔ
{ (１７)

ＯＲｉ７点在静坐标系中的坐标计算公式
ＯＲｉ７ ＝ＴＰ

ＯＰＲｉ７ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ (１８)
式中

ＴＯＰ ＝
ＲＯＰ ＰＯＰ

０ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０ ｘ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０ ｙ
０ ０ １ ｚ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１９)
根据上述计算公式得到ＯＲｉ７坐标矢量
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ＯＲ１７ ＝(ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)ꎬｙ＋ｒｓｉｎ(θ)ꎬｚ) Ｔ

ＯＲ２７ ＝(ｘ－ｒｃｏｓ(θ)ꎬｙ－ｒｓｉｎ(θ)ꎬｚ) Ｔ
{ (２０)

同步确定出ＯＲｉ６的位置坐标矢量
ＯＲ１６ ＝(ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)ꎬｙ＋ｒｓｉｎ(θ)ꎬｚ－ｌ１) Ｔ

ＯＲ２６ ＝(ｘ－ｒｃｏｓ(θ)ꎬｙ－ｒｓｉｎ(θ)ꎬｚ－ｌ１) Ｔ
{ (２１)

根据移动副的位移恒定为 ｄｉꎬ建立约束方程为

｜ＯＳ２１
－ＯＲ２６ ｜ －ｄ

２
１ ＝ ０

｜ＯＳ１１
－ＯＲ１６ ｜ －ｄ

２
２ ＝ ０

｜ＯＳ２５
－ＯＲ２６ ｜ －ｄ

２
３ ＝ ０

｜ＯＳ１５
－ＯＲ１６ ｜ －ｄ

２
４ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２２)

把位置坐标代入约束方程(２１)中
ｄ２１ ＝(ｘ－ｒｃｏｓ(θ)＋Ｒ) ２＋(ｙ－ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ｄ２２ ＝(ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)－Ｒ) ２＋(ｙ＋ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ｄ２３ ＝(ｘ－ｒｃｏｓ(θ)＋Ｒ) ２＋(ｙ－ｒｓｉｎ(θ)＋Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ｄ２４ ＝(ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)－Ｒ) ２＋(ｙ＋ｒｓｉｎ(θ)＋Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２３)
对约束方程进行分离变量得到逆解表达式为

ｄ１ ＝ (ｘ－ｒｃｏｓ(θ)＋Ｒ) ２＋(ｙ－ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ｄ２ ＝ (ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)－Ｒ) ２＋(ｙ＋ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ｄ３ ＝ (ｘ－ｒｃｏｓ(θ)＋Ｒ) ２＋(ｙ－ｒｓｉｎ(θ)＋Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ｄ４ ＝ (ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)－Ｒ) ２＋(ｙ＋ｒｓｉｎ(θ)＋Ｒ) ２＋( ｚ－ｌ１) ２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(２４)

３　 奇异分析

３.１　 机构雅可比矩阵

机构的输入 ｄ ＝ (ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３ꎬｄ４) Ｔꎬ所对应的速

度 ｄ＝(ｄ
􀅰
１ꎬｄ
􀅰
２ꎬｄ
􀅰
３ꎬｄ
􀅰
４) Ｔꎬ动平台执行末端位置姿态

Ｘ＝(ｘꎬｙꎬｚꎬθ) Ｔꎬ并联机构的执行末端速度可表示

为Ｘ
􀅰 ＝(ｖｘꎬｖｙꎬｖｚꎬω) Ｔꎮ

同时ꎬ对式(２２)求导ꎬ推导得到机构正逆解

雅可比矩阵

ＪＸＸ
􀅰 ＝Ｊｄ ｄ

􀅰
(２５)

Ｊｄ ＝

ｄ１
ｄ２

ｄ３
ｄ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(２６)

ＪＸ ＝

Ｍ１１ Ｍ１２ Ｍ１３ Ｍ１４
Ｍ２１ Ｍ２２ Ｍ２３ Ｍ２４
Ｍ３１ Ｍ３２ Ｍ３３ Ｍ３４
Ｍ４１ Ｍ４２ Ｍ４３ Ｍ４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(２７)

Ｍ１１ ＝ ｘ－ｒｃｏｓ(θ)＋Ｒ
Ｍ１２ ＝ ｙ－ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ
Ｍ１３ ＝( ｚ－ｌ１)
Ｍ１４ ＝ ｒｓｉｎ(θ)Ｍ１１－ｒｃｏｓ(θ)Ｍ１２
Ｍ２１ ＝ ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)－Ｒ
Ｍ２２ ＝ ｙ＋ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ
Ｍ２３ ＝( ｚ－ｌ１)
Ｍ２４ ＝ －ｒｓｉｎ(θ)Ｍ２１＋ｒｃｏｓ(θ)Ｍ２２
Ｍ３１ ＝ ｘ－ｒｃｏｓ(θ)＋Ｒ
Ｍ３２ ＝ ｙ－ｒｓｉｎ(θ)＋Ｒ
Ｍ３３ ＝( ｚ－ｌ１)
Ｍ３４ ＝ ｒｓｉｎ(θ)Ｍ３１－ｒｃｏｓ(θ)Ｍ３２
Ｍ４１ ＝ ｘ＋ｒｃｏｓ(θ)－Ｒ
Ｍ４２ ＝ ｙ＋ｒｓｉｎ(θ)－Ｒ
Ｍ４３ ＝( ｚ－ｌ１)
Ｍ４４ ＝ －ｒｓｉｎ(θ)Ｍ４１＋ｒｃｏｓ(θ)Ｍ４２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２８)

式中:Ｊｄ 为逆雅可比矩阵ꎻＪＸ 为正雅可比矩阵ꎮ
若 ＪＸ 非奇异ꎬ则

Ｘ
􀅰 ＝Ｊｄ

􀅰

Ｊ＝(ＪＸ)
－１Ｊｄ

{ (２９)

若 Ｊｄ 非奇异ꎬ则

ｄ
􀅰＝Ｊ－１Ｘ

􀅰

Ｊ－１ ＝(Ｊｄ)
－１ＪＸ

{ (３０)

３.２　 逆解奇异性分析

机构逆解奇异发生的条件为 ｄｅｔ( Ｊｄ) ＝ ０ 且

ｄｅｔ(ＪＸ)≠０[１８
－２０]ꎮ 满足 ｄｅｔ(Ｊｄ) ＝ ０ 的条件有 ４

种情况ꎬ分别是混合回路支链 １、支链 ２ꎬ混合回路

支链 ３、支链 ４ 驱动副位移为 ０ꎬ但实际工作过程

中要求 ｚ≠０ꎬ因此ꎬ支链驱动副位移为 ０情况不存

在ꎮ 即构逆解奇异不存在ꎮ

３.３　 正解奇异性分析

机构正解奇异发生的条件为 ｄｅｔ( ＪＸ) ＝ ０ 且

ｄｅｔ(Ｊｄ)≠０[２１
－２２]ꎮ 正解奇异出现条件为 ｄｅｔ(ＪＸ)＝

０ꎬ将 ＪＸ 看作成 ４个行向量 ＪＸ ＝[ｇ１ꎬｇ２ꎬｇ３ꎬｇ４]ꎮ
ｄｅｔ(ＪＸ)＝ ０存在两种情况ꎮ １) ｇ１ ＝ ｋｇ３ꎬ代入

等式计算得到两种结果 θ＝ ０ 或者 ｘ ＝Ｒ－ｒｃｏｓ(θ)ꎬ
当 θ＝ ０ꎬ连杆 Ｒ２６Ｒ２７与连杆 Ｒ１６Ｒ１７平行且垂直于动

静平台ꎮ ｘ＝Ｒ－ｒｃｏｓ(θ)ꎬ连杆 Ｒ２６Ｒ２７与连杆 Ｒ１６Ｒ１７
平行且不垂直于动静平台ꎮ ２) ｇ２ ＝ ｋｇ４ꎬ代入等式

计算得到 θ＝ ０或者 ｘ ＝ ｒｃｏｓ(θ)－Ｒꎮ 当 θ＝ ０ꎬ连杆

Ｒ２６Ｒ２７与连杆 Ｒ１６Ｒ１７平行且垂直于动静平台ꎮ 以

上 ２种情况的奇异如图 ４所示ꎮ
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图 ４　 正解奇异情形

４　 工作空间分析

工作空间的分析的约束条件建立在运动学逆

解的基础上ꎬ本文采用蒙特卡罗法对并联机构展

开研究[２３－２４]ꎮ 工作空间边界搜索利用 ＭＡＴＬＡＢ
软件编程实现ꎬ工作空间三维图仿真分析的参数

值如表 ３所示ꎮ

表 ３　 机构的一组参数值 单位:ｍ　

参数 数值

Ｒ ０.３０

ｒ ０.１５

ｌ ０.４０

　 　 由图 ５可知ꎬ可达工作空间形状呈中间小两

边大的特点ꎬ而且形状对称分布ꎮ 在 ｘＯｚ 面的投

影面沿着 ｙ＝ ０对称分布ꎬ在 ｘＯｙ 面的投影面沿着

ｘ＝ ０对称分布ꎬ在 ｘＯｚ 面的投影面沿着 ｘ ＝ ０ 对称

分布ꎬ其边界位置光滑ꎮ
由图 ６可知ꎬ定姿态工作空间形状呈中间小

两边大的特点ꎬ而且形状非对称分布ꎮ 其中在

ｙＯｚ 面的投影面沿着 ｙ ＝ ０ 对称分布ꎬ其中在 ｘＯｙ
面的投影面随着姿态角增加其面积逐渐变小ꎬ且
其边界粗糙、无规则分布ꎮ
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图 ５　 可达工作空间
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图 ６　 定姿态工作空间

５　 结语

１)以五杆回路作为支链设计了 ５种弱耦合且

具有三平移一转动性质的并联机器人机构ꎬ并对

其进行构型方案优选ꎮ
２)建立的运动学方程模型ꎬ可根据杆长约束

条件计算机构运动学逆解表达式ꎬ分析机构的奇

异存在条件ꎮ
３)借助 ＭＡＴＬＡＢ 软件选择蒙特卡罗法对工

作空间边界进行搜索ꎬ并得到可达工作空间和定

姿态工作空间图形ꎮ 研究发现:可达工作空间形

状对称、规则且边界光滑ꎮ 而定姿态工作空间恰

恰相反ꎮ 为机构的应用设计奠定了理论基础ꎮ
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图 １０　 射流孔切面区域尾流压力云图

　 　 从受电弓尾部压力云图可见ꎬ相比原始受电

弓方案ꎬ最优射流方案压力变化比较明显ꎬ受电弓

尾部中间区域压力明显变大ꎬ原始方案中两侧较

明显负压区基本消失ꎬ说明受电弓导流罩区域压

差阻力变小ꎮ 通过安装射流孔ꎬ尾部射流改变了

尾部的气流流动结构ꎬ也抑制了从模型周边流入

尾部分离区的气流ꎬ这导致尾流区域压力有所

变化ꎮ

３　 结语

本研究首先通过调整合理的空气动力学模型

计算域尺寸以及计算网格数量并完成搭建高精度

空气动力学仿真模型ꎮ 针对高精度仿真模型分别

对多种风速下开口升弓状态的仿真结果与风洞试

验结果进行对比ꎬ高精度空气动力学仿真模型与

试验精度误差小于 ６％ꎮ
通过射流研究发现:受电弓导流罩产生阻力

主要与尾部的气流分离涡关系较大ꎬ尾部流场变

化会比较明显的影响受电弓整弓阻力变化ꎮ 基于

高精度空气动力学仿真模型ꎬ采用主动射流控制

的方式调整尾流进行减阻研究ꎬ发现在合适位置

安装射流孔并以合理的速度和角度进行射流ꎬ可
有效控制尾部气流分离ꎬ改变流场结构ꎬ达到实现

减阻效果的目的ꎬ同时研究中采用的射流减阻方

案也被验证是可行的ꎮ
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